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Глава 2.     Определенный интеграл

§1. Интеграл Римана
1.Определения

Пусть функция f(x) определена на [a,b].  Разбиением отрезка [a,b] называется набор точек  (={a=x0< x1<…< xn=b}. Обозначим через ( набор промежуточных точек для (, (={(k}, (k([xk,xk+1], k=0,1,…,n -1. Интегральной суммой для набора f, (, ( называется выражение 
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Величина ((()=
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(xk+1 - xk) называется характеристикой разбиения (, точки xk называются узлами разбиения. Выбор промежуточных точек ( для данного разбиения ( мы будем обозначать (((.
Определение. Предел интегральных сумм ((f,(,() при ((()(0 (если он существует и не зависит от выбора разбиений и промежуточных точек ) называется определенным интегралом от функции f на отрезке[a,b] и обозначается
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Более точно это определение выглядит следующим образом:

(J((>0((>0:(((()<(,((()(|((f,(,()-J|<(.
Функция, для которой существует интеграл, называется интегрируемой на данном отрезке.

Пусть функция f(x) интегрируема на [a,b]. Выберем какую-либо последовательность разбиений (m , удовлетворяющую условию 
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. Для каждого из этих разбиений будем считать заданным некоторый набор промежуточных точек ( m((m. Соответствующую интегральную сумму обозначим (m = (( f,(m,(m). Из определения интеграла следует, что
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 Простейшим разбиением отрезка является разбиение с равноотстоящими узлами (m ={
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k, k=0,1,…,m. Очевидно 
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. В качестве промежуточных точек выберем середины отрезков разбиения 
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. Полученную таким образом последовательность интегральных сумм  

(m = (( f,(m,(m)=
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 будем называть стандартной последовательностью интегральных сумм. В качестве последовательности реализующей значение интеграла можно брать суммы, где промежуточные точки совпадают с левыми или правыми концами отрезков разбиения. Например, для левых концов 
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Пример. Частный случай. Если функция f интегрируема на [0,1], то
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Теорема. Если функция интегрируема, то она ограничена.

Доказательство. Предположим противное, функция f(x) не ограничена на отрезке [a,b]. Тогда найдется последовательность t m([a,b], сходящаяся 
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 и такая, что 
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. В дальнейшем рассмотрим лишь случай, когда t0((a,b). Пусть (=1 для него 
((>0:(((()<(,((() ( |((f,(,()-J|<1, 
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где 
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=J. Выберем ((()<( так, что точка t0 является внутренней точкой некоторого отрезка [xp,xp+1] разбиения (. Можно считать, что {t m}([xp,xp+1]. В качестве промежуточных точек (m( ( выберем для определенности середины отрезков разбиения, за исключением отрезка [xp,xp+1],  в котором промежуточной точкой будем выбирать 
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(3)

через A  обозначена остальная часть интегральной суммы, не зависящая от m. Из (3) следует, что выбором номера m можно сделать интегральную сумму (3) сколь угодно большой. С другой стороны, как это следует из (1),

J – 1 < (( f,(,(m) < J + 1.

Полученное противоречие завершает доказательство.

2.Геометрический смысл интеграла Римана ( см. рис. 2_1_2.swf ).

 Интегральная сумма представляет собой сумму площадей прямоугольников, построенных на отрезках разбиения [xk,xk+1] с высотой f((k). При достаточно мелком разбиении ( эту суммарную площадь естественно считать приближенно равной площади фигуры, ограниченной графиком функции ( здесь мы считаем, что f(x)>0) осью абсцисс и прямыми x=a, x=b. Такое наблюдение приводит к мысли использовать определенный интеграл для формального определения площадей подобных областей. Точное определение площадей плоских фигур будет рассматриваться в курсе позже. 

§2. Суммы Дарбу и их свойства

1.Определения.

Пусть функция f(x) определена на [a,b] и (={a=x0< x1<…< xn=b} разбиение отрезка [a,b]. Нижней суммой Дарбу называется сумма

s(f,()=
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Верхней суммой Дарбу называется сумма

S(f,()=
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Геометрический смысл сумм Дарбу см. файл 2_2_1.swf.

2.Свойства сумм Дарбу.

Определение. Если разбиение (2 получено из разбиения (1 добавлением некоторого числа узлов, то говорят, что разбиение (2 следует за разбиением (1 (или (2 является более мелким, чем (1), при этом пишут (1 
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1) Для любого разбиения ( и набора промежуточных точек (((  имеют место соотношения

s(f,() ( (( f,(,() (  S(f,(), s(f,() =
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Следует непосредственно из определения интегральных сумм и сумм Дарбу.

2) Если (1 
[image: image31.wmf]p

 (2 два разбиения данного отрезка, то 

s(f,(1)  (  s(f,(2) , S(f,(2) (  S(f,(1)  .

Другими словами, при измельчении разбиения нижние суммы могут только возрасти, а верхние суммы могут только уменьшиться. Это утверждение достаточно доказать для случая, когда второе разбиение получено из первого добавление всего одной точки. Пусть новая точка появилась на отрезке [x(k, x(k+1]. Таким образом, во втором разбиении эта точка будет иметь номер k+1 и [x(k, x(k+1] =[x((k, x((k+1] ([x((k+1, x((k+2] (см. рисунок Дарбу2.swf из файла иллюстраций к курсу). Рассмотрим нижние суммы Дарбу. Нижняя грань по всему множеству [x(k, x(k+1] будет меньше или равна, чем нижняя грань по части этого множества, поэтому m(k( m((k , m(k( m((k+1 . Отличие сумм s(f,(1), s(f,(2) состоит в том, что во второй сумме вместо слагаемого m(k(x(k+1 - x(k) появились два слагаемых m((k (((k+ m((k+1 ( ((k+1. Таким образом, разность сумм  

s(f,(2) - s(f,(1) = m((k (((k + m((k+1 ( ((k+1 - m(k ((k = m((k (((k + m((k+1 ( ((k+1  -

-  m(k ((((k +( ((k+1) =  (m((k - m(k) (((k +( m((k+1 - m(k ) ( ((k+1 ( 0.

Здесь ((k = x(k+1 - x(k =  x((k+2 - x((k  =  x((k+2 - x((k+1 + x((k+1 - x((k  = (((k+1 +( ((k .

Аналогично доказывается утверждение для верхних сумм Дарбу.

3) Для любых разбиений (1 ,(2 данного отрезка справедливо неравенство

s(f,(1)  (  S(f,(2).

Обозначим через (3 = (1 ((2 разбиение, образованное всеми узлами двух исходных разбиений. Очевидно  (1  
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  (3 , (2  
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  (3 . Тогда, как это следует из предыдущего свойства

s(f,(1)  (  s(f,(3) (  S(f,(3)  (  S(f,(2),

откуда и следует доказываемое неравенство.

§3. Критерий интегрируемости

1.Нижний и верхний интегралы.

Определение. Колебанием функции f(x) на отрезке [xk,xk+1] будем называть величину

(k (f) = sup |f(x) – f(y)| = Mk – mk , где точная верхняя грань берется по всевозможным x, y из отрезка [xk,xk+1], mk =
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отметим, что 

S(f,() - s(f,() =
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Определение. Нижним интегралом 
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называется точная верхняя грань нижних сумм Дарбу 
[image: image38.wmf]I

= sup s(f,(). Верхняя грань берется во всевозможным разбиениям отрезка [a,b]. Аналогично определяется верхний интеграл 
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, как точная нижняя грань верхних сумм Дарбу 
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= inf S(f,().

Отметим, что для ограниченной функции существует, как нижний, так и верхний интегралы. Это следует из того, что множество значений нижних сумм Дарбу ограничено сверху, например, значением любой верхней суммы Дарбу. Тоже самое можно сказать об ограниченности снизу множества значений верхних сумм Дарбу.

Теорема. Для любого разбиения ( данного отрезка справедливы неравенства

s(f,() ( 
[image: image41.wmf]I

( 
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( S(f,().

Доказательство. (см. рисунок Критерий интегрируемости.swf из файла иллюстраций к курсу) Не очевидным является только неравенство 
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. Предположим противное, т.е., что 
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 < 
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. Выберем непересекающиеся ( окрестности точек  
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- (. По определениям точных граней найдутся два разбиения (1 , (2 такие, что S(f,(1)< 
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+( <
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- ( < s(f,(2), что противоречит свойству сумм Дарбу.

2.Критерий интегрируемости. Теорема Дарбу.

Теорема Дарбу. Для того, чтобы ограниченная функция была интегрируемой на отрезке [a,b], необходимо и достаточно, чтобы разность сумм Дарбу 
S(f,() - s(f,() ( 0 при ((()(0.

Т. е.

( 
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Доказательство. Необходимость. Пусть f(x) интегрируема и J=
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. Возьмем какое-либо (>0 для него ((>0 такое, что при ((()<( будет выполнено неравенство

|J - ((f,(,()|<(/3 ( независимо от выбора ((( ).

так как s(f,() =
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 |S(f,() - J|< ( /3,  |J - s(f,()|< ( /3

тогда
 |S(f,() - s(f,()|=|S(f,() - J + J - s(f,()| ( |S(f,() - J| +| J - s(f,()| ( 2( /3<( .

Достаточность. Разность сумм Дарбу может быть сделана сколь угодно малой выбором достаточно мелкого разбиения. Как уже отмечалось, нижний и верхний интегралы существуют и

s(f,() ( 
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( S(f,(), 
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= sup s(f,(),  
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= inf S(f,().

Так как 
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 (S(f,() - s(f,()) = 0 , то 
[image: image62.wmf]I

= 
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. Положим J = 
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= 
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,  при этом |((f,(,() – J | (  S(f,() - s(f,(). Откуда и следует требуемое утверждение.

§4. Классы интегрируемых функций

1.Непрерывные функции.

Теорема 1. Всякая непрерывная на отрезки [a,b] функция интегрируема на этом отрезке.


Доказательство. Как ранее отмечалось 

S(f,() - s(f,() =
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По теореме Кантора для ( ( > 0 ( ( > 0 такое, что при ((()<( будет выполнено неравенство (k(f)< ( / ( b – a ). Тогда 

S(f,() - s(f,() =
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2.Монотонные ограниченные функции и некоторые другие классы интегрируемых функций.

Теоремы 2. Любая монотонная ограниченная функция является интегрируемой функцией.


Доказательство. Пусть f  монотонно возрастает, тогда 

S(f,() - s(f,() =
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откуда и следует интегрируемость с учетом теоремы Дарбу.

Теорема 3. Любая ограниченная функция, имеющая конечное число разрывов интегрируема.

Доказательство. Пусть функция f(x) ограничена на [a,b], |f(x)| ( M  и имеет p  точек разрыва {uk} . Для упрощения доказательства будем предполагать, что все точки разрыва внутренние. Пусть ( > 0 , рассмотрим непересекающиеся окрестности точек разрыва {( uk - (, uk +( )} с суммарной длиной 2( p < ( , будем также предполагать, что все эти окрестности лежат в интервале (a,b). Функция f равномерно непрерывна на дополнении D = [a,b]\
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, поэтому существует ( > 0 такое, что |f(x(()-f(x()|<( при | x(( - x( |< ( ,  x((, x( ( D . Представим S – s в виде трех сумм

S – s = ( (k(f) ( xk =(( + ((( + (((( .

Через ((  обозначена часть суммы ( (k(f) ( xk , для которой [xk,xk+1](D.
Через (((  - часть суммы ( (k(f) ( xk , для которой [xk,xk+1]( 
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Через (((( обозначена часть суммы ( (k(f) ( xk , содержащая остальные слагаемые. Имеем

((  ( (( (  ( xk = (b – a) ( , (((  ( ((( 2M ( xk = 2M ((( ( xk < 2M ( ,

((((  ( (((( 2M ( xk = 2M ((( ( xk < 2M 2p (. Таким образом, для разбиения выбранной мелкости справедливо неравенство

S – s < (b – a +2M +4Mp ) (. По теореме Дарбу функция интегрируема.

Теорема 4. Ограниченная, имеющая счетное число разрывов функция интегрируема.

Без доказательства.

§5. Свойства определенного интеграла

1.Простейшие свойства

1) Если f  и g интегрируемы на [a,b], то f  + g также интегрируема на [a,b] и


[image: image74.wmf]ò

b

a

(f(x) + g(x))dx = 
[image: image75.wmf]ò

b

a

f(x)dx + 
[image: image76.wmf]ò

b

a

g(x)dx.

Доказательство. Пусть ((k колебание функции f на [xk,xk+1] , (((k колебание функции g на [xk,xk+1] , (k колебание функции f+g на [xk,xk+1] . Тогда

(k =sup|f(x()+g(x() – f(y() – g(y()|( sup(|f(x()– f(y() |+| g(x()– g(y()|)(  
( sup|f(x() - f(y()|+ sup|g(x() – g(y()|=((k + (((k . Отсюда
S(f+g ,() – s(f+g ,()=((k (xk ( (((k (xk + ((((k (xk .

Откуда следует интегрируемость суммы. Далее для стандартной последовательности интегральных сумм

(m(f+g) = (m(f) + (m(g).

переходя к пределу при m((  получим требуемое равенство.
2) Если f интегрируема на [a,b] , то cf(x) также интегрируема и


[image: image77.wmf]ò

b

a

c f(x)dx =c
[image: image78.wmf]ò

b

a

f(x)dx.

Утверждение следует из соотношения ((cf,(,()= c((f,(,() для интегральных сумм.

3) Если f интегрируема на [a,b] , то |f(x)| также интегрируема и

|
[image: image79.wmf]ò

b

a

 f(x)dx |  (
[image: image80.wmf]ò

b

a

| f(x)|dx.

Доказательство. Пусть ((k колебание функции | f | на [xk,xk+1] ,  а  (k колебание функции f на [xk,xk+1] . Тогда

((k =sup||f(x()| –| f(y()||( sup|f(x()– f(y() |=  (k .

Откуда следует интегрируемость | f |. Далее для стандартной последовательности интегральных сумм

|(m(f)|( (m(|f|).

переходя к пределу при m((  получим требуемое неравенство.

4) Если f, g  интегрируемы на [a,b] , то f(x)g(x) также интегрируема.

Доказательство. Так как функции интегрируемы, то они ограничены |f(x)|(M, |g(x)|(M . Пусть ((k колебание функции  f на [xk,xk+1] ,  (((k колебание функции g на [xk,xk+1], а (k колебание функции  f g на [xk,xk+1] . Выполнено соотношение

f(x)g(x) – f(y)g(y) = f(x)g(x) – f(x)g(y) + f(x)g(y) – f(y)g(y) =
=  f(x)(g(x) –g(y)) + g(y)( f(x) – f(y)). Откуда следует неравенство

(k  ( M(((k + M((k и, следовательно, функция f(x)g(x) интегрируема.

5) Если f  отлична от 0 лишь в конечном числе точек, то она интегрируема и ее интеграл равен нулю.

Доказательство. Для одной точки


[image: image81.wmf]|

)

(

|

|

)

,

,

(

|

k

k

x

f

f

D

=

D

x

x

s

 или 
[image: image82.wmf]|
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, в зависимости от того, попадет единственная точка, где функция отлична от нуля, в число промежуточных точек или нет. Во всяком случае |((f,(,()| ( M(((). 
Следствие. Если  f1 интегрируема, и f2 отлична от f1  на конечном числе точек, то f2 также интегрируема и 


[image: image83.wmf]ò

b

a

 f1(x)dx =
[image: image84.wmf]ò

b

a

 f2(x)dx .

Доказательство. f2 = f1 + ( f2 – f1 ).
6)  
[image: image85.wmf]ò

b

a

1 dx = b – a.

7) Если a < b , то по определению полагают


[image: image86.wmf]ò

a

b

x

f

)

(

dx = - 
[image: image87.wmf]ò
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8) Если f и g  интегрируемы на [a,b] и f ( g на [a,b] , то 

9) 
[image: image88.wmf]ò
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dx ( 
[image: image89.wmf]ò

b

a

x

g

)

(

dx .
Для стандартной последовательности интегральных сумм

(m(f)( (m(g).

2. Теоремы о среднем, аддитивность по множеству, неравенство Коши-Буняковского.

Теорема 1. Если m ( f(x) ( M на [a,b], то ( (([m,M] :


[image: image90.wmf]ò
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(

dx = ( (b – a).

Доказательство. 
m(b - a)=
[image: image91.wmf]ò

b

a

m dx ( 
[image: image92.wmf]ò

b

a

f(x) dx ( 
[image: image93.wmf]ò

b
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M dx = M(b – a). Откуда
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Следствие. Если f непрерывна, то ((([a,b]:


[image: image96.wmf]ò

b

a

f(x) dx = f(() (b – a).

Теорема 2. Если m ( f(x) ( M на [a,b],f(x), g(x) интегрируемы и g(x) постоянного знака на  [a,b],  то ( (([m,M] :


[image: image97.wmf]ò

b

a

f(x)g(x) dx =( 
[image: image98.wmf]ò

b

a

g(x) dx.

Доказательство. Пусть g(x)( 0. Тогда 

m g(x) (  f(x)g(x) (  M g(x), откуда 

 m 
[image: image99.wmf]ò

b

a

g(x) dx ( 
[image: image100.wmf]ò

b

a

f(x)g(x) dx ( M 
[image: image101.wmf]ò

b

a

g(x) dx 
(1)

Если 
[image: image102.wmf]ò

b

a

g(x) dx = 0 , то из (1) следует, что 
[image: image103.wmf]ò

b

a

f(x)g(x) dx = 0 и утверждение теоремы справедливо для любого (. Если 
[image: image104.wmf]ò

b

a

g(x) dx ( 0 , то поделив выражения в (1) на 
[image: image105.wmf]ò

b

a

g(x) dx , получим требуемое соотношение, выбрав в качестве ( дробь 
[image: image106.wmf]ò

b

a

f(x)g(x) dx / 
[image: image107.wmf]ò

b

a

g(x) dx .

Теорема 3. Если  f(x) – интегрируема на [a,b] и c( [a,b], то f(x) – интегрируема на [a,c] и  [c,b] и


[image: image108.wmf]ò

b

a

f(x) dx = 
[image: image109.wmf]ò

c

a

f(x) dx +  
[image: image110.wmf]ò

b

c

f(x) dx .

Доказательство. Пусть (( - разбиение [a,c]. Дополним это разбиение до разбиения ( всего отрезка так, чтобы характеристика разбиения не изменилась ((() = (((() . В этом случае S(f,(() –s(f,(() ( S(f,()-s(f,() , откуда следует интегрируемость на отрезке  [a,c]. Аналогично доказывается интегрируемость на отрезке [c,b] . Если существование интегралов доказано, то для доказательства требуемого равенства следует выбрать стандартные последовательности интегральных сумм (( f, (( m,(m), (( f,((( m,(m) для [a,c] и [c,b] и их объединение (m = (( m +((( m. Для таких сумм получим

(( f,(m,(m) = (( f, (( m,(m) + (( f,((( m,(m).
Переходя к пределу в последнем равенстве получим требуемое соотношение.

Следствие. Для любых a, b, c справедливо равенство


[image: image111.wmf]ò

b

a

f(x) dx = 
[image: image112.wmf]ò

c

a

f(x) dx +  
[image: image113.wmf]ò

b

c

f(x) dx ,

если указанные интегралы существуют.

Для доказательства рассмотреть какой-нибудь случай, например, c < a < b. 

В качестве еще одного следствия можно получить следующую теорему

Теорема (Непрерывность интеграла по верхнему пределу). Если f интегрируема на [a,b], то F(x) = 
[image: image114.wmf]ò

x
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t

f

)
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dt непрерывна на [a,b].

Доказательство.

|F(x+(x) – F(x)| = |
[image: image115.wmf]ò
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Теорема 4. Если g(x) – монотонна на [a,b], f(x) – интегрируема, то(( :


[image: image116.wmf]ò

b

a

f(x)g(x) dx = g(a) 
[image: image117.wmf]ò

x

a

f(x) dx + g(b) 
[image: image118.wmf]ò

b

x

f(x) dx .

Доказательство (Для случая 
[image: image119.wmf]0
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, f(x)(0). Сначала докажем утверждение при дополнительном условии  g(x) – монотонно возрастает. Из неравенств g(a)f(x) ( g(x)f(x) ( g(b)f(x) следует
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откуда получим
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Таким образом, ( = 
[image: image122.wmf]ò

ò

b

a

b

a

dx

x

f

dx

x

g

x

f

)

(

)

(

)

(

([g(a),g(b)]. Положим 

(=
[image: image123.wmf])

(

)

(

)

(

a

g

b

g

b

g

-

-

m

. В этом случае (=1-( =
[image: image124.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

a

g

b

g

a

g

a

g

b

g

b

g

a

g

b

g

a

g

b

g

-

-

=

-

-

-

-

-

m

m

. Для таких  (, ( будет выполнено (g(a)+(g(b)=
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 Для (([a,b] определим две функции 
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Отметим, что ((a)=1, ((b)=0. Функция ((() непрерывны на [a,b] и поэтому для числа (([0,1]((:((()=( (теорема о промежуточных значениях непрерывной функции). Тогда ((()=1-((()=( и следовательно ((()g(a)+((()g(b)=( или, что тоже
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Откуда и следует требуемое равенство. 
Если функция монотонно убывает, то следует рассмотреть функцию G(x) = -g(x) , которая будет монотонно возрастает и для нее утверждение доказано, откуда будет следовать утверждение для функции g(x) .

Теорема 5. (Неравенство Коши-Буняковского) Если  f(x), g(x) – интегрируемы на [a,b], то

[
[image: image131.wmf]ò

b

a

f(x)g(x) dx ]2 ( 
[image: image132.wmf]ò

c

a

f 2(x) dx  
[image: image133.wmf]ò

b

c

g 2(x) dx .

Доказательство. 
0 ( 
[image: image134.wmf]ò

b

a

(f+(g)2 dx=
[image: image135.wmf]ò

b

a

f 2dx + 2(
[image: image136.wmf]ò

b
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f g dx +(2
[image: image137.wmf]ò
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g 2 dx =A(2+2B(+C.

Дискриминант будет 4[
[image: image138.wmf]ò
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f g ] 2 dx  – 4 
[image: image139.wmf]ò

b

a

f 2dx 
[image: image140.wmf]ò
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§6. Определенный интеграл, как функция верхнего предела

1.Производная интеграла по верхнему пределу

Отметим, что ранее была доказана

Теорема 1. Если f интегрируема на [a,b], то F(x) = 
[image: image141.wmf]ò
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dt непрерывна на [a,b].

Теорема 2. Если f непрерывна на [a,b], то F(x) = 
[image: image142.wmf]ò
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dt дифференцируема на [a,b] и F((x) = f(x).

Доказательство.
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Следствие. Всякая непрерывная на [a,b] функция f(x) имеет на [a,b] первообразную
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(1).

2. Формула Ньютона-Лейбница

Теорема. Если интегрируемая на [a,b] функция f имеет там первообразную F(x), то

[image: image146.wmf]ò
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Доказательство. F(b) – F(a) = 
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[image: image149.wmf]ò
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Замечание. Если f непрерывна, то формула Ньютона-Лейбница следует из (1).

§7. Методы вычисления определенных интегралов

1.Замена переменных в определенном интеграле

Теорема 1. Пусть f(x) непрерывна на [a,b], ((t) непрерывна вместе с производной на [(,(], причем ((t)([a,b], если t([(,(], ((()=a, ((()=b. Тогда
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Формула (2) называется формулой замены переменного в определенном интеграле.

Доказательство. Оба интеграла в (2) существуют. Пусть F(x) первообразная функции f(x) , тогда F(((t)) существует и является первообразной функции f(((t))(((t). По формуле Ньютона-Лейбница


[image: image152.wmf]ò

b

a

x

f

)

(

dx = F(b) – F(a), 
[image: image153.wmf])]

(

[

t

f

ò

b

a

j

(((t) dt = F(((()) – F(((()) = F(b) – F(a).

Замечание. Формула (2) иногда записывается в виде 
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2.Интегрирование по частям.

Теорема 2. Если функции u(x), v(x) непрерывны вместе со своими производными на [a,b], то


[image: image156.wmf]ò
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Доказательство.
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§8. Остаточный член формулы Тейлора в интегральной форме
Пусть функция f(x) определена на отрезке [a,b] и имеет там непрерывные производные до порядка n+1. Тогда для всех x из [a,b] справедлива формула Тейлора с остатком в интегральной форме

f(x) = 
[image: image164.wmf]ò
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Доказательство. Обозначим Rn+1=
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. Интегрируя по частям получим 

Rn+1=
[image: image167.wmf]ò

ò

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

-

=

-

-

=

x

a

x

a

n

n

x

a

t

n

n

n

n

dt

t

f

t

x

n

t

f

t

x

n

t

df

t

x

n

)

(

)

(

)

(

)

(

!

1

)

(

)

(

!

1

)

(

1

)

(

)

(

=
[image: image168.wmf])

(

)

(

!

1

)

(

a

f

a

x

n

n

n

-

-

+ Rn= Rn – Un = Rn-1 – Un-1 – Un=…=R1 - 
[image: image169.wmf]å

=

n

k

k

U

1

=
[image: image170.wmf]ò

x

a

dt

t

f

)

(

'

-
[image: image171.wmf]å

=

-

n

k

k

k

a

x

k

a

f

1

)

(

)

(

!

)

(

=f(x) – f(a) - 
[image: image172.wmf]å

=

-

n

k

k

k

a

x

k

a

f

1

)

(

)

(

!

)

(

.
§9. Некоторые применения определенного интеграла

1.Длина дуги гладкой кривой.

Ранее была доказана теорема. Если кривая 
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непрерывно дифференцируема, то длина ее дуги s(t) от начала кривой до точки с параметром t является строго монотонно возрастающей, непрерывно дифференцируемой  функцией и
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Следствием является

Теорема. При тех же условиях длина кривой равна 

s = 
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(1).

Утверждение следует из предыдущей теоремы с помощью формулы Ньютона-Лейбница.

Замечание 1. В плоском случае

s = 
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Замечание 2. Если в качестве кривой рассматривается график функции f(x) на отрезке [a,b], то

s = 
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Замечание 3. Для графика функции, заданной в полярных координатах r((), (([(,(]

s = 
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§10. Площадь плоской области

1.Квадрируемые фигуры.

Многоугольником P в этом параграфе называется внутренняя часть области, ограниченной замкнутой не самопересекающейся ломаной L. Для простоты формулировок, объединение конечного числа многоугольников будет также называться многоугольником (см рис. 2_10_0.swf). Сама ломанная L (или ломанные) называется границей многоугольника P и обозначается (P. Многоугольник плюс граница обозначается 
[image: image179.wmf]P

=P+(P. Будем предполагать известным понятие площади для многоугольников. Под областью в этом параграфе будем понимать ограниченное множество, для которого существует хотя бы один вписанный многоугольник. Можно ограничиться множествами, определяемыми некоторой одной или несколькими замкнутыми кривыми, ограничивающими это множество.
Определение. Индексом i будем обозначать многоугольники, вписанные в заданную область D, Pi ( D((D ((D – кривая, ограничивающая область D ). Индексом e будем обозначать описанные многоугольники, Pe ( D((D. Площадь многоугольника P будем обозначать через (P. 

Для площади известно свойство монотонности: если P(Q, то (P ( (Q.

Определение. Нижней площадью области D назовем величину

(D = sup (Pi , по всевозможным вписанным многоугольникам.

Верхней площадью области D назовем величину
[image: image180.wmf]D

m

= inf (Pe , по всевозможным описанным многоугольникам.

Здесь мы будем рассматривать лишь ограниченные области, для которых множество вписанных многоугольников не пусто.

Лемма. (D ( 
[image: image181.wmf]D

m

.

Доказательство. От противного. Пусть  
[image: image182.wmf]D

m

( (D (см. рис. 2_10_1.swf ). Выбираем непересекающиеся окрестности чисел 
[image: image183.wmf]D
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, (D . По определению нижней и верхней площадей найдутся два многоугольника Pi , Pe , один с площадью (Pe из выбранной окрестности числа 
[image: image184.wmf]D

m

, другой из окрестности числа (D . Согласно выбору окрестностей (Pe < (Pi , что противоречит свойству монотонности площадей для многоугольников.

Определение. Плоская фигура называется квадрируемой, если 
[image: image185.wmf]D

m

= (D. Эта общая величина называется площадью.

Теорема (критерий квадрируемости). Для того, чтобы плоская фигура D была квадрируемой Н. и Д., чтобы ((>0( Pe , Pi : (Pe - (Pi <( .

Доказательство. Для любых Pe , Pi из доказанной леммы и из определений нижней и верхней площадей следуют неравенства

(Pi (  (D ( 
[image: image186.wmf]D

m

( (Pe ,

откуда и следует требуемое утверждение.

Определение. Множество D имеет площадь 0, если его можно покрыть многоугольниками со сколь угодно малой суммарной площадью.

Если область D определена ограничивающей ее замкнутой кривой (D, то для квадрируемости D необходимо и достаточно, чтобы ее граница имела площадь = 0.

2. Свойства площади.

Теорема (Монотонность). Если D1, D2 квадрируемы и D1( D2 , то (D1 ( (D2 .

Доказательство. Любой Pi для D1 является вписанным и для D2, поэтому (D1=sup (Pi ,будет ( (D2.

Теорема (Аддитивность). Если квадрируемая область D разбита кусочно-гладкой кривой на две подобласти D1 ,D2 , то они квадрируемы и

(D = (D1 + (D2.

Доказательство (только для ломаной, разбивающей область на две части). Обозначения см. на рис. 2_10_3.swf. Выполнены следующие соотношения 

Pi((( Pi(= Pi , Pe((( Pe(= Pe 

(1)

По заданному (  выберем Pi , Pe так, что ( Pe - ( Pi < ( . Из (1) следует, что

(Pi(( + (Pi(= (Pi , (Pe((+ (Pe(= (Pe . Вычитая из второго равенства первое получим , ((Pe(( - (Pi(() + ((Pe( - (Pi()= (Pe  - (Pi < ( . Откуда получаем неравенства ((Pe(( - (Pi(() < ( , ((Pe( - (Pi() < ( . Таким образом, квадрируемость D1 ,D2 доказана. Для доказательства равенства (D = (D1 + (D2  можно рассмотреть последовательность вписанных в D многоугольников Pk , реализующих верхнюю грань sup (Pi = (D и таких, что Pk( Pk+1 , 
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. Если через Pk(, Pk(( , обозначить, соответствующие заданному разбиению области, вписанные многоугольники для областей D1 ,D2 , то будет выполнено равенство 

(Pk( + (Pk(( = ( Pk 



(2)

 так как Pk( ( Pk+1( , Pk(( ( Pk+1(( ( это следует из условия Pk( Pk+1 ), то будут существовать пределы 
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. Переходя к пределу в (2) получим 

(D1 + (D2 ( 
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Аналогичное рассуждение можно повторить для описанных многоугольников. В результате получим неравенство

(D1 + (D2 (  (D.

Откуда и следует требуемое равенство.

В качестве еще одного свойства площади отметим ее независимость от выбора системы координат. Легко доказать

Теорема (Второй критерий квадрируемости). Пусть D некоторая область. Если для 

((>0 ( кадрируемые 
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, то D квадрируема.

В теореме сформулировано только достаточное условие квадрируемости, необходимость этого условия очевидна.

3.Площадь криволинейной трапеции. 
Пусть f(x)(0 и непрерывна на отрезке [a,b]. Область расположенную между графиком функции , осью x и вертикалями x = a, x = b называется криволинейной трапецией (см. рис. 2_10_31.swf).

Теорема. Криволинейная трапеция D квадрируема и ее площадь


[image: image193.wmf]ò
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Доказательство. Пусть (>0. В силу интегрируемости f(x) для этого ( существует разбиение отрезка [a,b], (={a=x0<x1<…<xn} такое, что S(f,() – s(f,() < ( (см. рис. 2_10_32.swf). Прямоугольники, соответствующие нижней сумме Дарбу образуют вписанный в область D  многоугольник Pi , прямоугольники, соответствующие верхней сумме Дарбу образуют описанный многоугольник Pe для области D,  s(f,()  = ( Pi , S(f,()= ( Pe . Отсюда следует квадрируемость области D и требуемое равенство.

Замечание. Если  f(x)( 0 и непрерывна на отрезке [a,b], то 
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. Для области D, заключенной между двумя непрерывными кривыми (графиками функций) y=f1(x), y=f2(x), f1(x)(f2(x) на [a,b], 
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 (см. рис. 2_10_33.swf). В более общих случаях для вычисления площади  следует разбить область на фигуры указанного вида.

4.Вычисление площадей областей, граница которых задана в полярных координатах.

Предполагаем, что доказана квадрируемость кругового сектора радиуса r , заключенного между двумя лучами ( с углами (, () и известно, что его площадь равна 
[image: image196.wmf])
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. Рассмотрим более общий случай области, заключенной между этими лучами и непрерывной кривой, заданной в полярных координатах r=r(() (см. рис. 2_10_41.swf).

Теорема. Криволинейный сектор, определяемый лучами углов (, ( и непрерывной кривой r=r(() квадрируем и его площадь вычисляется по формуле

(D=
[image: image197.wmf]ò
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(3)

Доказательство. Интеграл справа в (3) существует, поэтому для заданного ( существует разбиение (={(=(0<(1<…<(n=(} такое, что S(f,() – s(f,() < (. Здесь f(()=
[image: image198.wmf])
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. Нижняя сумма Дарбу представляет собой сумму величин вида 
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, где mk – радиус некоторого кругового сектора, вписанного в соответствующий криволинейный сектор (см. рис. 2_10_42.swf). Таким образом, для любого ( можно указать две квадрируемые области, одна из которых содержится внутри исходной области, а вторая охватывает эту область. Каждая из этих областей составлена из круговых сегментов и имеет площадь равную s(f,(), S(f,(), соответственно. Квадрируемость следует из сделанного второго критерия квадрируемости. Формула для площади получается также, как и при доказательстве квадрируемости криволинейной трапеции.

§11. Вычисление объемов и площадей боковых поверхностей тел вращения

1.Объем.

Понятие объема вводится аналогично тому, как это делалось для площади, поэтому похожие моменты а этом параграфе будут излагаться конспективно. Известным считается понятие объема элементарной области, т.е. для области, ограниченной многогранником ( сводится к объему тетраэдра, не обязательно правильного). Объединение конечного числа непересекающихся областей такого типа также будет называться многогранником. Далее рассматривается класс пространственных областей, которые ограничены ( содержаться в некотором шаре ) и для которых существует хотя бы один вписанный многогранник. Вписанные многогранники будем обозначать индексом i,Pi  описанные Pe . Объем обозначается (P. Объем обладает свойством монотонности, таким образом, всегда (Pi  ( (Pe . 

Нижний объем: (D = sup (Pi , по всевозможным вписанным многогранникам.

Верхний объем:
[image: image200.wmf]D

m

= inf (Pe .
Лемма. (D ( 
[image: image201.wmf]D
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Определение. Область называется кубируемой, если 
[image: image202.wmf]D

m

= (D. Эта общая величина называется объемом и обозначается (D.

Теорема (Критерий кубируемости). Для того, чтобы область D была кубируемой Н. и Д., чтобы ((>0( Pe , Pi : (Pe - (Pi <( .

Теорема (Второй критерий кубируемости). Для того, чтобы область D была кубируемой Н. и Д., чтобы ((>0( кубируемые Pe , Pi (не обязательно многогранники) : (Pe - (Pi <( .

Для объема справедливы свойства монотонности, аддитивности.

Пример. Цилиндр является кубируемым телом, если в его основании лежит квадрируемая фигура и его объем равен Sh (смю рис. 2_11_11.swf). Это следует из критерия кубируемости. В качестве вписанных и описанных многогранников выбираются призмы с той же образующей, что и у цилиндра, в основании которых лежат вписанные и описанные многоугольники фигуры, лежащей в основании цилиндра.

В частности кубируемым будет ступенчатое тело (см. рис. 2_11_12.swf), если в основании каждой составляющей лежит квадрируемая фигура.

2.Объем тела вращения

Теорема. Если f(x)( 0 непрерывна на [a,b] , то тело, полученное вращением графика функции вокруг оси x кубируемо и его объем равен
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Доказательство. Для заданного (  рассмотреть достаточное мелкое разбиение (={a=x0<x1<…<xn=b} и два ступенчатых тела на основании сумм Дарбу исходной функции, составленных из круговых цилиндров высотой xk+1 - xk и радиусов mk=
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. Объем этих тел будут равны s(F,(), S(F,(), F(x)=( f 2(x) . Одна из этих кубируемых областей будет вписана в тело вращения, а другая описана. Разность объемов можно сделать сколь угодно малой, что следует из интегрируемости функции F(x).

Справедлива более общая теорема (без доказательства).

Теорема. Если область D проектируется на отрезок [a,b] оси x и любое сечение этой области плоскостью перпендикулярной оси x квадрируемо, а площадь этого сечения S(x) является интегрируемой функцией, то исходная область кубируема и ее объем равен

(D=
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(см. рис. 2_11_2.swf)
3.Площадь поверхности вращения.

В этом пункте мы определим площадь поверхности вращения, опираясь на базовое понятие площади боковой поверхности кругового конуса.

Площадь боковой поверхности конуса (см. рис. 2_11_31.swf) равна ( RL , где L – образующая конуса, а R – радиус направляющей окружности (радиус основания). На основании этой формулы получается формула для боковой поверхности усеченного конуса (см.рис. 2_11_32.swf)
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Рассмотрим кривую (, являющуюся графиком непрерывной функции f(x)(0, определенной на [a,b]. Пусть S поверхность, полученная вращением ( вокруг оси ox. Для заданного разбиения (={a=x0<x1<…<xn=b} обозначим через L(x) ломаную с узлами Ak = (xk , yk)= (xk ,  f(xk)), вписанную в кривую (. Через lk обозначим длину хорды Ak , Ak+1 (см. рис. 2_11_33.swf). При вращении ломаной L(x) получится поверхность, составленная из боковых поверхностей усеченных конусов, каждая из которых будет равна длине окружности, описанной средней линией на длину хорды 
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(1)

Определение. Если существует предел ( не зависящий от выбора () при ((()(0, то поверхность вращения называется квадрируемой и этот предел называется ее площадью.

Определение на кванторах

(S((>0((>0((,((()<(:|P(()-S|<(
Теорема. Если f(x) непрерывно-дифференцируема на [a,b], то указанный поверхность квадрируема и ее площадь равна
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Доказательство. Для длины хорды имеем
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 Тогда
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Второе слагаемое (вычитаемое) в этом выражении 2(
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является интегральной суммой для интеграла 
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 стремится к нулю в силу существования интеграла. Каждое из слагаемых
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будет стремиться к нулю в силу равномерной непрерывности функции f(x) на отрезке [a,b] и ограниченности функции 
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 на отрезке [a,b] (первая теорема Вейерштрасса).

Замечание 1. Если кривая задана параметрически
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, непрерывно дифференцируема

 и вращение происходит вокруг оси ox , то поверхность квадрируема и ее площадь вычисляется по формуле
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Доказательство. Вначале кривая разбивается на участки строгой монотонности функции x(t) (предполагаем, что таких участков конечное число). Пусть это будет разбиение (={(=t0<t1<…<tn=(}. Положим для краткости xk=x(tk). На каждом участке ( в силу строгой монотонности) для x(t) существует обратная функция t=t(x), x([xk,xk+1],k=0,…,n-1. Таким образом, имеется n однозначных ветвей: y=f(x)=y(t(x)), x([xk,xk+1],k=0,…,n-1.   Площадь поверхности, полученной вращением k-ой ветви равна 
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 после замены переменного x=x(t) этот интеграл будет равен 
[image: image230.wmf]dt

y

x

t

y

dt

x

x

y

t

y

k

k

k

k

t

t

t

t

ò

ò

+

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

1

1

2

2

2

)

(

2

1

)

(

2

&

&

&

&

&

p

p

. Здесь использованы следующие равенства f((x)=(y(t(x))(=
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. Отсюда и следует требуемое соотношение.

Замечание 2. Если в параметрическом задании кривой в качестве параметра взять длину дуги, то после замены переменного получим выражение для площади поверхности вращения следующего вида
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Пример. Площадь поверхности тора (см. рис. 2_11_34.swf).

4.Первая теорема Гюльдена.

Предположим, что масса mk расположена на расстоянии  yk от оси ox. Статический момент материальной точки массы m относительно оси ox равен yk mk . Статические моменты системы из n точек относительно осей ox, oy равны
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Центр тяжести системы – это точка, обладающая следующим свойством: если в эту точку поместить сосредоточенную массу системы, то статический момент этой точки относительно любой оси совпадает со статическим моментом всей системы относительно этой оси. В частности, выпишем равенство статических моментов дискретной системы относительно осей ox, oy. 
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(3)

Если масса распределена вдоль кривой ( :x=x(s),y=y(s), параметризованной длиной дуги и имеющей линейную плотность распределения ((s), то соотношения (3) для координат центра тяжести примут интегральный вид
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(4)

Если положить ((s)=1, то из равенства соотношения получим

2(Yl=2(
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Последнее соотношение означает, что площадь поверхности, полученной вращением кривой вокруг оси с равномерно распределенной массой, равна длине этой кривой, умноженной на длину окружности, описанной центром тяжести этой кривой (первая теорема Гюльдена). 

Пример. Пересчитать площадь поверхности тора по теореме Гюльдена.
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