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Глава 3. Несобственные интегралы

§1. Несобственный интеграл первого рода
1.Определение интеграла по бесконечному промежутку.

Пусть функция f(x) определена на [a,() и интегрируема на любом [a,R]. 

Символ 
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 называется несобственным интегралом второго рода. Интеграл сходится, если существует конечный предел
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В противном случае он называется  расходящимся.

Если a<b , то интегралы 
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 сходятся или расходятся одновременно. Это следует из свойства аддитивности интеграла по множеству
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. Аналогично определяется интеграл
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Если f(x) определена и интегрируема на любом [a,b] и существуют интегралы 
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не зависит от выбора c.

При выполнении этих условий определяется интеграл
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где c некоторое число.
Замечание. Из указанных свойств несобственного интеграла следует свойство аддитивности интеграла по множеству.

Пусть по прежнему  f(x) определена и интегрируема на любом [a,b]. Главным значением интеграла по Коши называется величина

V.P. 
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Теорема. Если существует 
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Обратное неверно. Пример. V.P.
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 расходится.

Пример. Интеграл 
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сходится при p>1, расходится в противном случае.

2.Критерий Коши сходимости несобственного интеграла. Простейшие признаки сходимости.

Теорема (Критерий Коши). Для сходимости интеграла 
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Эта теорема непосредственно следует из критерия Коши существования конечного предела 
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Теорема 1 (Простой признак сравнения для несобственного интеграла от неотрицательных функций). Если 0( f(x) ( g(x) , то

сходится 
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Доказательство. Утверждение непосредственно следует из соотношений
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Следствие 1. Если f(x)( 0, g(x)( 0 и f(x)=O(g(x)), x((, то

сходится 
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Следствие 2 (Предельный признак сравнения). Если f(x)( 0, g(x)> 0 ,
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1) если 0<k<+(, то поведение интегралов 
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в смысле сходимости эквивалентно.

2) если k=0, то сходимость 
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3) если k=(, то расходимость 
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Доказательство. По определению предела для заданного ( для достаточно больших x будут выполнены неравенства
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(1)
В первом случае утверждение следует из доказанной теоремы и неравенств (1), если взять (=k/2. В случае k=0 следует рассмотреть правое неравенство из (1) для какого-нибудь (, например, (=1.

Теорема 2. 

Если  0 ( f(x)( 
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для всех  x, 0 < a ( x <+( , где  c > 0 , p > 1 , то интеграл 
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сходится. 

Если  f(x)( 
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для  x, 0 < a ( x <+(  и  c > 0,  p( 1  , то интеграл 
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расходится.

Утверждение следует из простого признака сравнения.

Теорема 3 ( Второй предельный признак сравнения). Если существует 
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при p > 1 интеграл 
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 сходится,

при p ( 1 интеграл
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При k = 0 и p > 1 интеграл сходится, при k = +(, p ( 1 интеграл расходится.

Утверждение теоремы следует из первого предельного признака сравнения.

Замечание. Аналогичные утверждения (Теоремы 1-3 и следствия имеют место для интегралов вида 
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§2. Несобственный интеграл второго рода
1.Определение интеграла.

Пусть функция f(x) определена на [a,b) и интегрируема на любом [a,b-(], не ограничена в окрестности точки b. 

Символ 
[image: image55.wmf]ò
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 называется несобственным интегралом второго рода. Интеграл сходится, если существует конечный предел
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Если этот предел существует, то он называется сходящимся, иначе расходящимся.

В рассматриваемом случае, говорят об особенности в точке b.

Аналогично определяется интеграл второго рода для функции с особенностью в точке a. 

Пусть функция f(x) определена на (a,b] и интегрируема на любом [a+(,b] , не ограничена в окрестности точки a. 

Символ 
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 называется несобственным интегралом второго рода. Интеграл сходится, если существует конечный предел
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Если этот предел существует, то он называется сходящимся, иначе расходящимся.

Для случая с особенностью в точке b интегралы  
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 сходятся или расходятся одновременно ( a1,a2 любые числа из (a,b) ). Это следует из свойства аддитивности интеграла по множеству. 
Рассмотрим теперь случай с особенность во внутренней точке c( (a,b) отрезка [a,b]. 

Пусть f(x) определена на [a,c)( (c,b] , интегрируема на любых [a,с-(] и [c+(,b] , не ограничена в окрестности точки c.  Символ 
[image: image63.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

 называется несобственным интегралом второго рода. Интеграл сходится, если сходятся оба интеграла 
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В случае расходимости одного или обоих интегралов, интеграл называется расходящимся. Из перечисленных свойств следует свойство аддитивности интеграла второго рода по множеству.

Главным значением интеграла по Коши называется предел

V.P. 
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Теорема. Если существует 
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b

a

dx

x

f

)

(

, то V.P. 
[image: image74.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

=
[image: image75.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(

.

Обратное неверно. Пример. V.P.
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 расходится.

Пример. Интеграл 
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сходится при p < 1, расходится в противном случае.

Пример. 
[image: image79.wmf]ò

-

-

-

3

0

|

)

3

)(

2

)(

1

(

|

x

x

x

x

dx

.

2.Критерий Коши сходимости несобственного интеграла. Простейшие признаки сходимости.

Теорема (Критерий Коши). Для сходимости интеграла 
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 необходимо и достаточно, чтобы ((>0((>0(x(,x((,b-(<x(,x((<b:
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Эта теорема непосредственно следует из критерия Коши существования конечного предела 
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Теорема 1 (Простой признак сравнения для несобственного интеграла от неотрицательных функций). Если 0( f(x) ( g(x) , то

сходится 
[image: image84.wmf]ò

b

a

dx

x

g

)

(

( сходится 
[image: image85.wmf]ò

b

a

dx

x

f

)

(


расходится 
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Доказательство. Утверждение непосредственно следует из соотношений (x(<x(()
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Следствие 1. Если f(x)( 0, g(x)( 0 и f(x)=O(g(x)), x(b, то

сходится 
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Следствие 2 (Предельный признак сравнения). Если f(x)( 0, g(x)> 0 ,
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4) если 0<k<+(, то поведение интегралов 
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в смысле сходимости эквивалентно.

5) если k=0, то сходимость 
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Доказательство. По определению предела для заданного ( для достаточно больших x будут выполнены неравенства
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(1)
В первом случае утверждение следует из доказанной теоремы и неравенств (1), если взять (=k/2. В случае k=0 следует рассмотреть правое неравенство из (1) для какого-нибудь (, например, (=1.

Теорема 2. 

Если  ( c > 0 ( p < 1 ( x,  x([a,b) : 0 ( f(x)( 
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Если  ( c > 0 ( p( 1 ( x, x([a,b):  f(x)( 
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Утверждение следует из простого признака сравнения.

Теорема 3 ( Второй предельный признак сравнения). Если существует 
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[image: image107.wmf]ò

+¥

a

dx

x

f

)

(

 сходится,

при p ( 1 интеграл
[image: image108.wmf]ò

+¥

a

dx

x

f

)

(

 расходится.

При k = 0 и p < 1 интеграл сходится, при k = +(, p ( 1 интеграл расходится.

Утверждение теоремы следует из первого предельного признака сравнения.

Замечание. Аналогичные утверждения (Теоремы 1-3 и следствия имеют место для интегралов с особенностями в левом конце или во внутренней точке.

Пример 1. 
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Пример 3. 
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§3. Абсолютная и условная сходимость несобственного интеграла. Признаки сравнения.
1.Определение.

Несобственный интеграл 
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)называется абсолютно сходящимся, если сходится интеграл 
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Критерий Коши абсолютной сходимости. Для абсолютной сходимости 
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Для абсолютной сходимости 
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Замечание. Абсолютно сходящийся интеграл сходится (см. Критерий Коши). Обратное, вообще говоря, неверно.

Пример. 
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Определение. Несобственный интеграл 
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Пример. Интеграл 
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Теорема (Признак Абеля). Пусть f и g определены на [a,+(). f(x) интегрируема на [a,+(), g(x) монотонна и ограничена, тогда
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Доказательство. По второй теореме о среднем
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Теорема (Признак Дирихле). Пусть f и g определены на [a,+().

1)  f(x) непрерывна и имеет ограниченную первообразную
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2) g(x) монотонна и стремится к 0 при x((,
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Доказательство. По второй теореме о среднем
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Пример. 
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Теорема (Признак абсолютной сходимости, основанный на сравнении подинтегральных функций)

Если |f(x)|(g(x), x([a,+() (или x([a,b]), то из сходимости интеграла 
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§4. Свойства несобственных интегралов.
1.Интегрирование по частям.

Простейшие свойства несобственных интегралов.

Сходимость 
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Интегрирование по частям. Если u(x), v(x) непрерывно дифференцируемы на [a,+() и существуют какие-либо два из трех выражений
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Доказательство. Перейти к пределу при R(( в равенстве для собственных интегралов 
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Аналогичные свойства имеет место для несобственных интегралов второго рода.

2.Формула замены переменного

Пусть f(x) непрерывна на [a,b) (b - число или символ +(), ((t) – непрерывно-дифференцируема и строго монотонно возрастает на [(,(), ( < ( ( (, причем a = (((), 
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Доказательство. В силу строгой монотонности функции ((t) для (R([a,b)(r:((r)=R. Далее следует перейти к пределу в равенстве
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Замечание 1. В формуле замены переменной функция ( может быть строго монотонно убывающей. Тогда в формулировке теоремы появятся соответствующие изменения ((()=(, 
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Замечание 2. Формула замены переменного справедлива и без условия монотонности функции (.

Замечание 3. Несобственный интеграл I – рода может быть подходящей заменой сведен к несобственному интегралу II – рода и наоборот.

Пример. 
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При таких заменах вновь полученный интеграл может оказаться собственным.

Пример. 
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3.Функции Эйлера.

Гамма функция Эйлера ((p)=
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Для доказательства сходимости интеграла отметим, что в окрестности 0 подинтегральная функция эквивалентна функции 
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Легко проверить, что ((1) = 1 (вычислить интеграл), ((p+1) = p((p). Последнее равенство следует из формулы интегрирования по частям

((p)=
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Бета функция Эйлера ((p,q)=
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