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Глава 4. n – мерное евклидово пространство

§1. Основные определения
1.Метрика. Расстояние.

Рассмотрим всевозможные упорядоченные пары из n- вещественных чисел

x = (x1,x2,…,xn).

Пользуясь геометрической терминологией x будет называться точкой. Для случаев n=1,2,3 мы имеем дело с точками на прямой, плоскости и в пространстве, соответственно. xk – называются координатами точки. Для двух точек x = (x1,x2,…,xn), y = (y1,y2,…,yn) величина

((x,y)=
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называется расстоянием между этими точками. Фундаментальными свойствами расстояния являются следующие три свойства.

1) ( x,y :((x,y) ( 0, ((x,y) = 0 ( x = y

2) ( x,y :((x,y) = ((y,x)

3) ( x,y,z :((x,y) ( ((x,z) + ((z,y) (неравенство треугольника)

Первые два свойства очевидны, третье свойство будет доказано позже. Множество всевозможных точек x с расстоянием ((x,y), удовлетворяющим свойствам 1)-3) называется метрическим пространством. Обозначим это пространство Rn.

2.Неравенство Коши-Буняковского
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Величина 
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 - называется скалярным произведением и обозначается (x,y). Величина 
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 называется нормой и обозначается ||x||. 

Используя это обозначение неравенство Коши-Буняковского можно записать в виде.

|(x,y)|(||x|| ||y||.
В пространстве R2 введем операции сложения между элементами этого множества и операцию умножения на вещественные числа по правилам:

x + y =(x1+ y1,x2+ y2,…,xn+ yn),

( x = ((x1, (x2,…, (xn), где  x = (x1,x2,…,xn), y = (y1,y2,…,yn).
(2)
Доказательство неравенства Коши-Буняковского.

0 ( ||x+(y||2=
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||x||2+2((x,y)+(2||y||2=a(2+2(b+c. 

Так как это неравенство (a(2+2(b+c ( 0) справедливо для всех ( , то для дискриминанта квадратного трехчлена будет выполнено неравенство b2 – ac ( 0,  или (x,y)2( ||y||2 ||x||2, откуда и следует требуемое утверждение.

Теорема. Для нормы справедливо неравенство ||x+y|| ( ||x|| + ||y||.

Доказательство.||x+y||2 = 
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( ||x||2+2 ||x|| ||y||+ ||y||2=(||x||+||y||)2.
Свойства нормы.

1) ||x||(0, ||x||=0( x=0 (x= (0,0,…,0))

2) ||(x|| = |(| ||x||
3) ||x+y||( ||x||+||y||.

Свойства скалярного произведения.

1) (x,x)(0, (x,x)=0( x=0 (x= (0,0,…,0))

2) (x,y)=(y,x)

3) ((x,y)=((x,y)

4) (x+y,z)=(x,z)+(y,z).

Определение. Пространство Rn со скалярным произведением (x,y) будем называть евклидовым пространством.

Отметим, что между введенными понятиями, расстоянием, нормой и скалярным произведением имеются следующие равенства: ((x,y)=||x - y||, (x,x)=||x||2.

Доказательство неравенства треугольника для расстояния. ((x,y)=||x-y||=||x-z+z-y||(||x-z||+||z-y||=((x,z)+ ((z,y).

3.Геометрическая терминология в Rn.

(n – мерный) открытый шар радиуса ( c центром в точке x0  или ( окрестность точки x0 : U((x0)={ x(Rn:((x,x0)<( }.
(n – мерный) замкнутый шар радиуса ( c центром в точке x0  : 
[image: image7.wmf]U

((x0)={ x(Rn:((x,x0)(( }.

(n – мерная) сфера радиуса ( c центром в точке x0  : S((x0)={ x(Rn:((x,x0)= ( }.
В пространстве Rn(n>1) под окрестностью ( понимается любое множество вида {x(Rn:((x,x0)>r}, для произвольного числа r, и произвольной точки x0.

(n – мерный) параллелепипед  : B=[a1,b1]( [a2,b2](…( [an,bn].

Проколотая окрестность точки: 
[image: image8.wmf])
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Внутренняя точка множества – точка, которая принадлежит множеству вместе с некоторой своей окрестностью.

Открытое множество – множество, все точки которого внутренние.

Предельная точка множества – точка, в любой окрестности которой содержится хотя бы одна точка множества, отличная от нее самой (или, что тоже, в любой окрестности этой точки содержится бесконечно много точек из данного множества).

Замкнутое множество – множество, содержащее все свои предельные точки.

Пример. Для 
[image: image9.wmf]U

((x0) множество внутренних точек совпадает с U((x0). 
[image: image10.wmf]U

((x0) – замкнутое множество. U((x0) – открытое множество.

Замыкание множества – само множество плюс все его предельные точки. Обозначается чертой сверху. 

Ограниченное множество – множество, содержащееся в некотором шаре.

Компакт – замкнутое, ограниченное множество.
Диагональ множества M – величина, определяемая равенством d(M)=
[image: image11.wmf])
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Сходимость в метрическом пространстве. Последовательность

{xk}={(
[image: image12.wmf])
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} называется сходящейся, если существует точка x такая, что 
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. При этом пишут xk ( x.( уметь формулировать на языке ( - N)
Фундаментальная последовательность. Последовательность {xk} называется фундаментальной, если она удовлетворяет условию Коши:

((>0 (M (m>M (p:((xm+p,xm)<(
(3)

Из определения расстояния следуют неравенства
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(4)
Неравенства (4) позволяют установить 
Теорема 1. Последовательность {xk} фундаментальна тогда и только тогда, когда фундаментальны последовательностей ее координат 
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 , j=1,2,…,n. 

Неравенства аналогичные (4) можно выписать и для сходящейся последовательности xk( x. Именно
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(4*)

Неравенства (4*) позволяют установить 

Теорема 2. Последовательность {xk} сходится к x  тогда и только тогда, когда  последовательности ее координат 
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 , j=1,2,…,n сходятся 
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Следствие (Критерий Коши сходимости последовательности). Для сходимости последовательности  необходимо и достаточно, чтобы она была фундаментальна.

Теорема 3. Сходящаяся последовательность ограничена.

Доказательство. Пусть xk( x . Для ( = 1 ( M (m > M : ((xm,x) < 1.  Тогда для (k :((xk,x) ( max [1,
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,

(

max

1

x

x

m

M

m

r

£

£

].

Лемма (О стягивающихся к нулю вложенных параллелепипедах). Для последовательности вложенных параллелепипедов, диагональ которых ( 0, существует единственная общая точка.

Доказательство. Для n = 2. Дана система  вложенных прямоугольников {Bk}={[ak,bk]( [ck,dk]}, Bk+1 ( Bk , d(Bk)(0. Рассмотреть системы вложенных отрезков для каждой из координат.
[a1,b1]( [a2,b2](… ( [ak,bk] (…, bk – ak ( 0 ( (( общая для всех [ak,bk].

  [с1,d1]( [c2,d2](… ( [ck,dk] (…, dk –ck ( 0 ( (( общая для всех [ck,dk].

Точка ((,() - искомая.

Теорема Больцано-Вейерштрасса. Из любой ограниченной последовательности можно выбрать сходящуюся подпоследовательность.

Доказательство. Дана ограниченная последовательность {xk}={(
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} точек из Rn. Последовательности координат будут ограниченными ( это следует из неравенств типа (4*)) .  Из последовательности первых координат {
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} выберем сходящуюся подпоследовательность {
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} ограничена и из нее так же можно выбрать сходящуюся подпоследовательность. Продолжая таким образом дальше получим:
{
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В результате n – шагов будет построена подпоследовательность номеров натуральных чисел {sk} , такая, что сходящимися будут все подпоследовательности координат по этим номерам. 
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§2. Функции многих переменных
1.Предел функции

Определение. Пусть D – некоторое множество точек пространства Rn. Если для (x(D сопоставлено единственное число u(R, то говорят, что задана функция, определенная на множестве D. При этом пишут

u=f(x)=f(x1,x2,…,xn),

D  называется областью определения функции f.

Определение. Пусть f определена на D( Rn, и x0 – предельная точка множества D. Число A называется пределом функции f при x( x0 , если

((>0((>0(x(D( 
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Если предел существует, то он единственен.

Аналогично тому, как для функции одного переменного определяются пределы с участием символов (.


[image: image36.wmf]ï

î

ï

í

ì

¥

-

¥

+

¥

=

®

)

(

lim

0

x

f

x

x

,
[image: image37.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

¥

-

¥

+

¥

=

¥

®

A

x

f

x

)

(

lim


Примеры. 
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Определение предела по Гейне. 
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. В этом определении a может быть точкой или символом ( , A –может быть числом или символами (, +(, -(. Последовательность типа Гейне определяется, как последовательность, удовлетворяющая условиям: 1) 
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Можно показать, что определение по Гейне и по Коши эквивалентны.

2. Критерий Коши существования конечного предела.

Для существования конечного предела 
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 необходимо и достаточно, чтобы

((>0((>0(x(,x(((D( 
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Доказательство проводится так же, как и для функции одного переменного. 

Необходимость. (>0,(/2(( 
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(D получим требуемое неравенство |f(x()-f(x(()|<|f(x()-A|+|f(x(()-A|(/2+(/2=(.
Достаточность. Пусть {xk} последовательность типа Гейне. Тогда {f(xk)} 

будет удовлетворять условию Коши для последовательностей, поэтому существует некоторый предел 
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Эта последовательность будет последовательностью типа Гейне и, как уже доказано, предел 
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  должен существовать. Тогда все частичные пределы должны совпадать, в частности, 
[image: image51.wmf])

(

lim

k

k

y

f

¥

®

=
[image: image52.wmf])

(

lim

k

k

x

f

¥

®

.

3. Свойства пределов.

Для пределов функций многих переменных имеют место те же свойства, что и для функции одного переменного: локальная ограниченность функции, имеющей конечный предел, сохранение знака функции, имеющей не нулевой предел, свойства арифметических операций ( сложение, умножение, деление). Докажем, например, свойство произведения пределов.

Если существуют конечные пределы 
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Доказательство проводится используя определение предела по Гейне. Пусть {xk} последовательность типа Гейне (xk ( x0 ) . Тогда 
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4. Предел функции в точке в направлении заданного вектора.

Пусть f(x) определена в некоторой проколотой окрестности 
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 точки x0 и a=(a1,a2,…,an) – заданный вектор.

Пределом функции f(x) в точке x0 в направлении вектора a называется предел
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Замечание. Если существует 
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, то существует и предел функции f(x) в точке x0 по любому направлению и он равен A.

Для доказательства достаточно отметить, что

(( x0+ta, x0 )=
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Таким образом при t(0+0 будет (( x0+ta, x0 ) (0.

5. Повторные пределы (случай n = 2).
Пусть функция f(x) определена в проколотой окрестности точки M0 = (x0,y0) . Предположим, что существует ((y) =
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Теорема. Если функция f(x) определена в проколотой окрестности точки M0 = (x0,y0) и существует конечный предел 
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Доказательство. Пусть (>0 для него ((>0:

0<((M,M0)<( ( A - (/2 < f(M) < A + (/2.

Перейдем к пределу в этих неравенствах при x(x0 . Получим
A - (/2 ( ((y) ( A + (/2 для ( y((y0-(, y0+().
Следствие. Если при существовании предела функции существуют оба повторных предела, то они равны.

Предел 
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иногда называю двойным пределом в отличии от повторных.

Пример. 
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Таким образом, двойного предела нет.

§3. Непрерывность функции многих переменных
1.Определение непрерывности и простейшие свойства

Пусть x0 – предельная точка множества D, x0 ( D, f(x) определена на D. 
Функция f(x) называется непрерывной в точке x0 , если
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Функция называется непрерывной на множестве, если она непрерывна в каждой точке множества.

Отметим простейшие свойства непрерывных функций, которые следуют их соответствующих теорем для пределов.

Сумма, произведение и частное двух непрерывных функций является так же непрерывной функцией ( в последнем случае знаменатель должен быть отличен от нуля). Кроме того непрерывной является модуль непрерывной функции.

2.Кривые в n – мерном пространстве.

Рассмотрим n – функций 
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, t([(,(], кратко это можно записать 

x=((t), t([(,(]


(1)

Используя геометрическую терминологию, говорят, что (1) задают кривую в n – мерном пространстве. Эта кривая называется непрерывной, если непрерывны все координаты (k(t) . Аналогично, кривая называется непрерывно дифференцируемой, если таким свойством обладают все координаты. Кривая называется гладкой, если она непрерывно дифференцируема и ||
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||( 0. Кривая называется кусочно гладкой, если она непрерывна и состоит из конечного числа гладких кривых. n – мерный вектор 
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) называется касательным вектором к кривой в соответствующей точке x = ((t). Уравнение касательной в этой точке x0 = ((t0) имеет вид x = x0 + 
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Замечание. Если ( непрерывна в точке t0 , то

((>0((>0(t,0<((t, t0)<(:((((t),((t0))<(.

Для доказательства этого достаточно отметить, что

((((t),((t0))(
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3.Дальнейшие свойства непрерывных функций.

Определение сложной функции или суперпозиции. Пусть задано отображение x = ((t) из T( Rm в множество X пространства Rn и отображение u = f(x) из X в R.

u = f(x) , x(X(Rn, x = ((t), t(T(Rm .

В результате последовательного выполнения этих двух отображений получим сложное отображение или функцию:u = f(((t)), действующую из T в R.

Теорема (о непрерывности сложной функции). Пусть u = f(x) определена в U(x0) и непрерывна в точке x0, функция ((t) определена в U(t0), непрерывна в t0, x0 = ((t0). Тогда в некоторой окрестности t0 существует сложная функция f(((t)) непрерывная в точке t0.

Доказательство. Как уже ранее отмечалось, непрерывность функции ((t) в точке t0 означает, что 

(( > 0 ((>0: ((t, t0)<( ( ((((t), (( t0)) < ( .

Вначале докажем существование суперпозиции в некоторой окрестности точки t0. Пусть f(x) определена в Ua(x0), тогда для a ((>0: ((t, t0)< ( ( ((((t), (( t0)) < a. Следовательно, в окрестности U((t0) будет определена суперпозиция f(((t)). Докажем ее непрерывность. Пусть ( > 0 для него 

((>0: ((x, x0)< ( ( |f(x) – f(x0)| < ( . 
В свою очередь, для ( 

((>0: ((t, t0)<( ( ((((t), (( t0)) < ( . 
Откуда следует, что при ((t, t0)<(  будет выполнено неравенство |f(((t)) – f((( t0))| < ( ,  ч.т.д.

Следствие. Пусть f(x) непрерывна на открытом множестве D ( Rn и ( :x=((t),t([(,(] – непрерывная кривая, лежащая в D. Тогда сложная функция F(t)= f(((t)) непрерывна на [(,(].
Замечание. Если для функции многих переменных зафиксировать все переменные кроме одного, то мы получим функцию одного переменного. В этом случае можно говорить о непрерывности по одному переменному. Легко показать. что если функция непрерывна, то она будет непрерывной по каждому из переменных. Обратное утверждение не верно.

Определение. Множество D(Rn называется связным, если любые его две точки можно соединить непрерывной кривой. целиком лежащей в D .

Теорема (о промежуточных значениях непрерывной функции на связном множестве). Пусть D открытое, связное множество и f(x) непрерывна на D, f(a)=A, f(b)=B, a,b(D. Тогда для любого C([A,B] существует c(D: f(c)=C.

Доказательство. По определению связного множества существует непрерывная кривая, лежащая в D , обозначим ее x = ((t),t([(,(], такая, что ((()=a, ((()=b. По ранее доказанной теореме суперпозиция F(t)= f(((t)) представляет собой непрерывную на [(,(] функцию одного переменного. По теореме о промежуточных значениях непрерывной функции существует (([(,(]: F(()=C. таким образом, точка c=((() будет искомой.

Терема 1 (Вейерштрасс). Непрерывная на компакте функция ограничена на этом компакте.

Доказательство. От противного. 
( k( xk(D:|f(xk)|>k

(*) .

Последовательность {xk} – ограничена, так как D компакт, поэтому из нее по теореме Больцано-Вейерштрасса можно выбрать сходящуюся подпоследовательность {
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}( x0. Из замкнутости D точка x0( D.  Из непрерывности функции следует, что f(
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)( ( . Полученное противоречие доказывает теорему.

Терема 2 (Вейерштрасс). Непрерывная на компакте функция достигает своих точных граней.

Доказательство. Докажем для верхней грани. Из определения M=sup f(x) для 
(k ( xk: M-1/k < f(xk) ( M

(**) .

Последовательность {xk} – ограничена, так как D компакт, поэтому из нее по теореме Больцано-Вейерштрасса можно выбрать сходящуюся подпоследовательность {
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}( x0. Из замкнутости D точка x0( D.  Из непрерывности функции следует, что f(
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§4. Равномерная непрерывность функции многих переменных
1.Терема Кантора

Определение. Функция f(x) называется равномерно непрерывной на множестве D, если выполнено условие Коши:

( ( > 0 ( ( > 0 ( x(,x((( D, (( x(,x(( ) < ( : |f(x(() – f(x()| < ( .

Замечание. Если функция равномерно непрерывна на множестве D , то она непрерывна на этом множестве.

Теорема (Кантор). Непрерывная на компакте функция равномерно непрерывна там.

Доказательство. От противного.

( (0 > 0 ( ( > 0 ( x,y( D, (( x,y ) < ( : |f(x) – f(y)| ( (0 .

В качестве (  брать последовательность 1/k.  В результате получим две последовательности {xk}, {yk}: (( xk,yk ) < 1/k : |f(xk) – f(yk)| ( (0 . Последовательность {xk} – ограничена, так как D компакт, поэтому из нее по теореме Больцано-Вейерштрасса можно выбрать сходящуюся подпоследовательность {
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