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Глава 5. Дифференцируемые функции многих переменных

§1. Дифференцируемость, частные производные функции многих переменных
1.Определение частной производной.

Рассмотрим функцию двух переменных z = f(x,y) на D, M0=(x0,y0) – внутренняя точка. Фиксируем y0 , определяем функцию одного переменного F(x) = f(x,y0) . Если у этой функции одного переменного существует производная в точке x0 , то она называется частной производной и обозначается
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Обозначения для частной производной: 
[image: image2.wmf]x
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Общий случай. f(M) = f(x1,x2,…,xn) определена в окрестности точки x0. Тогда частная производная по первой переменной определяется следующим образом
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Замечание. Так как определение частных производных сводится к понятию обычной производной, то справедливы свойства, аналогичные свойствам производных для функции одного переменного. В частности, формулы для производных суммы, произведения и частного двух функций.

2.Геометрическая интерпретация частных производных.
См. рис. ch5_2_2.swf.

3.Приращение функции. Дифференциал.

Некоторые обозначения (f = f(x) – f(x0) , (xk = xk – xk0 , (x=( x1 – x10, x2 – x20,…, xn – xn0), аналогичное обозначение для (y .
Определение. Функция f(x) дифференцируема в точке в точке x0 , если ее приращение представимо в виде

(f = (A,(x)+o((),

где (A,(x)=
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Линейная функция (A,(x) называется дифференциалом и обозначается

df(x0) =(A,(x)= A1(x1 +…+ An(xn .

Замечание. В определении дифференциала o(()=(( можно записывать в виде 

(1(x1+(2(x2+…+(n(xn=(( , (x), ( - бесконечно малый вектор.

Действительно, имеем ((=(( /()(2=
[image: image8.wmf]å

å

å

=

=

=

D

=

D

D

=

D

n

k

k

k

n

k

k

k

n

k

k

x

x

x

x

1

1

1

2

a

r

e

r

e

, и обратно, 
[image: image9.wmf]re

r

a

r

a

=

D

=

D

å

å

=

=

n

k

k

k

n

k

k

k

x

x

1

1

.

Теорема (необходимое условие дифференцируемости). Всякая дифференцируемая в точке x0 функция непрерывна в этой точке.

Следует непосредственно из определения дифференцируемости.

Теорема. Если f(x) дифференцируема в точке x0 и df=
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Следует непосредственно из определения дифференцируемости.

Следствие. Дифференциал (коэффициенты Ak ) определяется однозначно.
Теорема (достаточные условия дифференцируемости). Если f имеет частные производные в некоторой окрестности точки M0 , непрерывные в самой точке, то f дифференцируема в этой точке.

Доказательство (для случая n = 2). (f = f(x,y) – f(x0,y) + f(x0,y) – f(x0,y0)=
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где ( , ( - бесконечно малые функции.

Пример функции, имеющей частные производные в точке, но не дифференцируемой в точке

f(x,y) = 
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Отметим, что |f(x,y)|(|y| ( непрерывна всюду. 
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При x=y получим 
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§2. Простейшие свойства дифференциала
1.Дифференцирование сложной функции.

Теорема. Пусть u=f(x) дифференцируема в точке x0 = (x10,x20,…,xn0) и функция ((t),t=(t1,…,tm) дифференцируема в точке t0 и x0 = ((t0). Тогда в окрестности точки t0 определена сложная функция F(t) = f(((t)) и эта функция дифференцируема в точке t0 и

dF = 
[image: image21.wmf]j

m

j

n

i

j

i

i

dt

t

t

x

x

f

å

å

=

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

¶

¶

¶

¶

1

1

0

0

)

(

)

(

j

.

Доказательство. В силу дифференцируемости f  и (j эти функции непрерывны в точках x0 и t0 соответственно. Из теоремы о непрерывности сложной функции суперпозиция определена в некоторой окрестности точки t0 . Положим (=((x,x0)=((((t),((t0)), r = ((t,t0)=
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Так как 
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 , откуда и следует ограниченность этой функции. Далее

(F=(f=
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(F=
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Из ограниченности (/r  следует, что (( = 
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- бесконечно малая функция и дифференцируемость сложной функции доказана.

Следствие. В силу единственности дифференциала, справедливо равенство
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2.Инвариантность формы первого дифференциала.

Пусть F(t) = f(((t)), t(Rm  сложная функция, как уже отмечалось

dF = 
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Таким образом, 

dF= 
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Это свойство носит название свойством инвариантности формы первого дифференциала. В частности, отсюда следуют широко используемые свойства дифференциала

1) d(u+v) = du + dv

2) d(uv) = vdu + udv

3) d(u/v) = (vdu – udv)/v2
Докажем третье свойство.
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§3. Производная по заданному направлению
1.Градиент.

Пусть u = f(x,y,z) , M0(x0,y0,z0)( D. градиент функции f в точке M0 определяется по формуле grad f =
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Пусть l  единичный вектор ||l ||=1,  l =i cos ( + j cos ( + k cos ( , обозначим 

M t = (x0 + t cos ( , y0 + t cos ( , z0 + t cos ( )=M0 + t l .

Производной по направлению вектора l  называется предел 
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Теорема. Если функция f дифференцируема в точке M0 , то
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Доказательство. ((Mt,M0)=t, (t > 0 ). f(M t) – f(M 0) = 
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. Далее по определению производной по направлению получается требуемое неравенство
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Из последнего неравенства следует, что у дифференцируемой функции существует производная по любому направлению.

Задача. Для заданной функции f(x)  в точке x0  найти направление, в направлении которого функция f(x) имеет максимальный рост (максимальное убывание).

Решение. Так как 
[image: image49.wmf]f,
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l) то искомое направление определяется вектором l = 
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§4. Гладкие поверхности
1.Касательная и нормаль в поверхности.

Пусть f(x) определена на множестве D  и M0=(x0,y0) внутренняя точка области D. Рассмотрим поверхность Ф, определяемую графиком функции z=f(x,y) на D. Введем следующие обозначения P=(x,y, f(x.y)) =(M, f(M)), M=(x,y),  

P0=(x0, y0, z0) =(x0,y0, f(x0,y0))= ( M0, f(M0)), M0= (x0, y0 ).

Плоскость
Z – z0 = A(x – x0) +B(y – y0) 

(( ),

проходящая через точку P0 называется касательной плоскостью к поверхности Ф, если разность между аппликатой точки P=(x,y, f(x.y)) и точки Q(x,y,z)((( ) есть o(() при  ((0 (( = ((M,M0)).
f(x,y) – [z0 + A(x – x0) +B(y – y0)]=o(((M,M0))

(1)

(см. рис. ch5_4_1.swf).

Теорема. Для существования касательной плоскости к поверхности z = f(x,y) в точке M0(x0,y0) необходимо и достаточно дифференцируемости функции f в точке M0. Причем коэффициенты A, B ( координаты нормального вектора) равны
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Доказательство следует из определения дифференцируемости.

Замечание. Касательная плоскость, если она существует, определяется единственным образом.

Вектора 
[image: image52.wmf])
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  называются единичными нормалями к поверхности в заданной точке.

Определение. Поверхность z = f(x,y) , (x,y)(D называется гладкой, если функция f(x,y) непрерывно дифференцируема на D, т.е. имеет там непрерывные частные производные. Геометрически это означает  непрерывное изменение касательной плоскости или вектора нормали при перемещении по поверхности.

2.Геометрический смысл дифференциала.
df = A (x – x0 ) + B(y – y0)

есть приращение аппликаты на касательной плоскости, см. рис. ch5_4_2.swf.

3.Различные способы задания поверхностей.

Поверхность – это отображение вида ( : R2 ( R3 .

a) Явное задание

z = f(x,y), (x,y) ( D.

b) Параметрическое задание
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Пусть все три функции, определяющие эту поверхность (отображение  ( ) из класса C1 (класс непрерывно дифференцируемых функций ). Матрица Якоби отображения ( определяется следующим образом
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 , (u,v)( ( . Обозначим ее миноры второго порядка (23 , (31 , (12 .
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Предположим, что вектор n = ((23 , (31 , (12) ( 0 в точке P0(x0,y0). Можно показать, что в этом случае в точке M0(x0,y0,z0) где x0 = x(P0), y0 = y(P0), z0 = z(P0), существует касательная плоскость к поверхности, имеющая нормалью вектор n . Таким образом, уравнение касательной плоскости имеет вид

(23(x – x0) + (31(y – y0) + (12(z – z0) = 0.
c) Неявное задание

F(x,y,z) = 0.

Уравнение касательной плоскости в точке M0(x0,y0,z0) имеет вид
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§5. Частные производные и дифференциалы высших порядков
1.Старшие производные.

Пусть f(x,y) определена на D , если существует частная производная 
[image: image59.wmf]x
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 в некоторой окрестности точки M0 , то можно говорить о производной от этой функции
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Аналогично определяются производные 
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. Те частные производные, где дифференцирование происходит по разным переменным, называются смешанными. Точно также определяются частные производные второго порядка в общем случае
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Производная n – го порядка определяется, как производная от производной n -1 -го порядка. Выбор переменных, по которым производится дифференцирование и порядок этого дифференцирования определяется порядком записи переменных в знаменателе при обозначении производной  n – го порядка. Порядок дифференцирования читается справа налево. Например,
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Теорема (о независимости частных производных от порядка дифференцирования). Пусть u = f(x,y) имеет в окрестности точки M0(x0,y0) смешанные производные 
[image: image65.wmf]y
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 непрерывные в самой точке M0 . Тогда в этой точке смешанные производные равны
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Доказательство. Рассмотрим выражение

W = 
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(1)
Это же выражение можно записать в виде

W = 
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(2)
Положим ((x) = f( x, y) – f( x, y0) . Из (1) получим

W = 
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(3)
Теперь положим ((x) = f( x, y) – f( x0, y) . Из (2) получим

W = 
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(4).

Требуемое равенство получится, если перейти к пределу в (3), (4).

Замечание. Утверждение теоремы справедливо для смешанных производных любого порядка по любым переменным, лишь бы число дифференцирований по каждой переменной в обоих случаях было одно и тоже.

Например,
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, при условии, что указанные смешанные производные существуют в некоторой окрестности и непрерывны в самой точке.

2.Дифференциалы высших порядков.

Пусть u = f(x) = f(x1,x2,…,xn), где xk – независимые переменные, так, что (xk = dxk . Первый дифференциал функции

du = df = 
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Зафиксируем приращения (xk  в этом выражении, тогда df есть функция точки x=(x1,x2,…,xn). Дифференциал d(df) вычисленный для тех же (xk называется вторым дифференциалом и обозначается d2u . Используя простейшие свойства дифференциала и то, что d2xk = 0 , получим
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Последнее сумма имеет вид суммы возведенной в квадрат
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Это наблюдение позволяет ввести некоторую удобную форму записи дифференциалов старших порядков. Определим символический дифференциальный оператор
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, Df = df
и правила действий с этим символическим оператором
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D2 = DD = 
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Dm = 
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Таким образом, d2f = D2f , dmf = Dmf.
Пример. u = f(x,y), D = 
[image: image86.wmf]dy
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dmf = Dmf =
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Определение. Через Cm(G) обозначают множество всех функций, определенных на открытом множестве G, имеющих там непрерывные частные производные до m –го порядка включительно.

Замечание. Дифференциалы высших порядков не инвариантны относительно такого свойства, как независимость переменных функции.


[image: image88.wmf]Пример. u = f(x,y), x = ((t1,…,tm), y = ((t1,…,tm), du = 
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[image: image91.wmf]Отметим, что в частном случае, когда внутренние функции суперпозиции являются линейными ((t)=a1t1+…+amtm , ((t)=b1t1+…+bmtm , свойство инвариантности дифференциалов высших порядков будет выполняться, так как


[image: image92.wmf]d 2x=d 2( = … = d kx =…= 0, d 2y=d 2( = … = d ky =…= 0 . 

[image: image93.wmf]Пример. Пусть u = f(x) (m+1) – раз дифференцируемая в окрестности U(x0)  функция и x(t) = x0 + t (x , F(t) = f(x(t)) . Тогда функция F(t) – (m+1) – раз дифференцируема в некоторой окрестности (-( , 1 + ( ) интервала (0,1) и 


[image: image94.wmf]dF(t) = df(x(t)) , dF(0) = df(x0),…, d kF(t) = d kf(x(t)) , dkF(0) = d kf(x0) .

§6. Теорема Лагранжа для функций многих переменных
Определение . Область D называется выпуклой, если для любых двух точек x=(x1,…,xn), y=(y1,…,yn), принадлежащих этой области, этой области будет принадлежать и отрезок их соединяющий, т.е. множество 

[x,y]={z(Rn: z = x + t (y – x), t([0,1]}.

Теорема. Пусть f(x) ( C1(D), D – выпукла. Тогда для ( x0,x1( D ( x( = x0 + ( (x, (((0,1): (f = f(x1) – f(x0) =
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Доказательство. Пусть  x0,x1( D, xt=x0 +t (x, (x = x1 – x0 , F(t) = f(xt) . Функция F(t) удовлетворяет условиям теоремы Лагранжа на [0,1]. Тогда

f(x1) – f(x0) = F(1) – F(0) = F((()1=
[image: image96.wmf]å

=

D

¶

D

+

¶

n

k

k

k

x

x

x

x

f

1

0

)

(

q

.

Следствие. Если D выпукла и f ( C1(D) и ( k ( x(D : 
[image: image97.wmf]0
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§7. Формула Тейлора для функций многих переменных
Пусть u = f(x) на D , x0  - внутренняя точка D . Если f  имеет в U(x0) производные (m+1)-го порядка, то в этой окрестности

f(x) = 
[image: image98.wmf])
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где x( = x0 + ( (x, (x = x – x0 .


[image: image99.wmf]
Доказательство. Пусть x ( U(x0), x t = x0 + t (x , F(t) = f(x0 + t (x) . Функция F(t)  будет (m+1)- раз дифференцируема на (-(, 1+() . Кроме того при линейной замене имеет место свойство инвариантности дифференциалов высших порядков  
dF(0) = df(x0),…, d kF(() = d kf(x( ) .
Равенство (1) будет следовать из разложения по формуле Тейлора функции F(t)

F(t)= 
[image: image100.wmf])
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Теорема. Если f(x) имеет в окрестности точки x0 (n=2) частные производные (m+1)-го порядка, непрерывные в самой точке x0 , то при x(x0
f(x) = 
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Доказательство. Как мы видели, в некоторой окрестности x0 

f(x) = 
[image: image102.wmf])
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x( = x0 + ( (x, (x = x – x0 . Имеем
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Замечание. Отметим, что
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Поэтому

d mf(x0) = 
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(3)

Подставляя (3) в (1) получим вид разложения по формуле Тейлора в более развернутом виде

f(x) = 
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(4)
Можно показать, что представление (4) в некотором смысле единственно. Именно, если при x( x0 имеет место

f(x) = 
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то коэффициенты a( определяются единственным образом, а именно, имеют тоже выражение, что и в (4). В последней формуле использованы следующие обозначения: ( - мультииндекс, (=((1,…,(n), a( =
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Пример. Разложить в окрестности точки (1,1) функцию u=ex+y до m-го  порядка.

d ku = ex+y(dx+dy)k=ex+y
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Это же разложение можно получить из формулы

ev=
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§8. Экстремумы функций многих переменных
1.Необходимые условия экстремума.

Пусть u=f(x) определена в окрестности точки x0 .

Локальный максимум в точке x0 : Для некоторой окрестности U(x0) выполнено

(x(U(x0):f(x) ( f(x0).

Строгий локальный максимум в точке x0 : Для некоторой окрестности U(x0) выполнено

(x(U(x0), x(x0 : f(x) <  f(x0).

Аналогично определяются минимумы. Локальным экстремумом называется локальный минимум или локальный максимум.

Теорема (необходимое условие экстремума). Если функция f(x) определена в окрестности точки x0 , имеет в этой точке частные производные первого порядка и x0 экстремум, то все частные производные равны нулю в этой точке.

Доказательство. Теорема Ферма по каждой переменной в отдельности.

Определение. Точка, в которой все частные производные первого порядка равны нулю, называется стационарной точкой функции.

Замечание 1. Стационарность точки x0 эквивалентна условию df(x0)=0.

Замечание 2. Глобальные максимумы или глобальные минимумы функции надо искать среди

1) стационарных точек,

2) точек, где не существуют частные производные первого порядка,
3) граничных точек.
Замечание 3. Равенство частных производных нулю не является достаточным для наличия экстремума.
Пример: z = xy, (0,0).

2.Достаточные условия для экстремума.

Лемма. Единичная сфера S=S1(O)={x(Rn:((x,O)=1} (O=(0,0,…,0)) является замкнутым ограниченным множеством.

Доказательство. Ограниченность очевидна. Замкнутость следует из того, что функция f(x) = ((x0,x) является непрерывной функцией.

Рассмотрим квадратичную форму

q(()=
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где akj=
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, xt = x0 + t (x, (x = x – x0 , (k = (xk .
Теорема. Если функция f(x) определена в окрестности стационарной точки x0 , имеет там непрерывные частные производные второго порядка, тогда если форма (1) в точке x0
1) положительно определена, то x0 строгий локальный минимум,

2) отрицательно определена, то x0 строгий локальный максимум,

3) знакопеременна, то x0 не является экстремумом

В остальных случаях ничего определенного сказать нельзя.
Доказательство. Для двух точек x0, x положим (k =
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f(x) – f(x0) = 
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В случае 1) q(()=
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 q(() и поэтому величина f(x) – f(x0) в достаточно малой проколотой окрестности точки x0  будет положительной. Аналогично в случае 2) q(()=
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f(xt) – f(x0) = 
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f(yt) – f(x0) = 
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Это означает, что по направлению xt  наблюдается минимум f(xt) – f(x0) > 0 в некоторой проколотой окрестности исходной точки, а в направлении f(yt) – f(x0) < 0, т.е. имеется максимум. 

Пример 1. z = x2 + y2 – 12x + 16y на всей плоскости. dz = 2x dx + 2y dy – 12 dx + 16 dy = (2x – 12) dx +2 (y +8) dy. x = 6, y = -4 – стационарная точка. d 2z = 2 dx2 + 2 dy2 – положительно определена. Строгий локальный минимум.

z = sin x2 – arctg y2 , (0,0).

Пример 2. Найти sup, inf функции z = x2 –xy + y2, на множестве |x| + |y| ( 1.

Абсолютный минимум в стационарной начале координат.  Максимум равный 1 в вершинах квадрата. 
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