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Глава 6. Теория неявных функция

§1. Отображение и его матрица
1.Матрица Якоби отображения, якобиан.

Рассмотрим систему из p функций 
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(кратко y=f(x))
(1)

заданных на открытом множестве D(Rn , область значений обозначим D*

D* = {y(Rp : y = f(x), x(D}. Таким образом, задано отображение f:D(D*. Если для каждой точки y(D* существует единственное x(D: y=f(x) , то можно говорить об обратном отображении f-1 : D*(D . Говорят, что данное отображение или функция принадлежит классу C1 (или непрерывно дифференцируемо), если непрерывно дифференцируемы все функции fk(x). Матрица Якоби отображения f определяется, как матрица типа p
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Если p=n , то определитель этой матрицы называется якобианом

det Ф =
[image: image5.wmf])

,...,

,

(

)

,...,

,

(

2

1

2

1

n

n

x

x

x

D

f

f

f

D

x

f

=

¶

¶

.

Примеры отображений

1) Тождественное отображение. Матрица Якоби – единичная матрица, якрбиан = 1.

2) Кривая в n –мерном пространстве представляет собой отображение из R в Rn . Матрица Якоби представляет собой вектор столбец, являющийся касательным вектором к данной кривой в соответствующей точке.

3) Поверхность в 3-мерном пространстве. Отображение R2(R3.
Если имеются два отображения ( : ((D,D(Rn (или x=((t),t(((Rm) и f : D(D*(Rp (или y=f(x),x(D) , то можно говорить о суперпозиции отображений y=f(((t)) , действующим из ( в D* .

2.Свойства матрицы Якоби и якобиана.

Пусть определена суперпозиция F(t) = f(((t),
[image: image6.wmf]*
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, ((Rm,D(Rn,D*(Rp и оба отображения принадлежат классу C1.

Теорема. Имеет место формула 
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Доказательство. По правилу дифференцирования сложной функции
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 . Свойство якобианов следует из теоремы об определителе произведения матриц.

3.Якобиан обратного отображения.

Рассмотрим отображение y=y(x) из Rn в Rn и предположим, что у него существует обратное отображение x=x(y) . Будем также предполагать, что эти отображения непрерывно дифференцируемы.
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Тогда справедлива формула
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Утверждение следует из ранее упомянутого свойства матриц Якоби и того факта, что тождественное отображение имеет якобиан = 1.

§2. Неявные функции
1.Существование неявной функции одного переменного.

Пусть F(x,y) определена в окрестности U(M0) точки M0=(x0,y0) . Если
(( > 0 ( x((x0 - (, x0 + () ( yx : F(x, yx )=0 ,

то говорят, что уравнение F(x,y) = 0 определяет на (x0 - (, x0 + () неявную функцию y =yx =  f(x). По определению

F(x, f(x))=0 ( x( (x0 - (, x0 + (). См. ch6_2_1.swf.

Геометрический смысл. В окрестности точки M0 график функции y=f(x) представляет собой линию пересечения поверхности z=F(x,y) с координатной плоскостью z=0 (См. ch6_2_1_.swf).

Теорема 1. Пусть

1) F(x,y) имеет непрерывные частные производные первого порядка в окрестности U(M0) точки M0(x0,y0),

2) F(M0)=0,

3) 
[image: image14.wmf]0

)

(

0

¹

¶

¶

y

M

F

.

Тогда существует окрестность (x0 - (, x0 + () и единственная функция, определенная в этой окрестности y = f(x), такая, что 

( x( (x0 - (, x0 + () : F(x,f(x))=0 и y0 = f(x0).

Эта функция дифференцируема в точке x0 и ее производная определяется по формуле
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Доказательство. Для определенности будем считать, что 
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. Тогда функция F(x0,y) строго возрастает на [y0 - ((,y0 + ((]. В центре этого отрезка функция равна нулю, поэтому F(x0, y0 - (() < 0 , F(x0, y0 + (() > 0. Функции F(x, y0 - (() , F(x, y0 + (() непрерывны по x и поэтому сохраняют знак в окрестности точки x0 . таким образом, существует ( < ((  ( x( ( x0 - (, x0 + () : F(x, y0 - (() < 0 , F(x, y0 + (() > 0 . Тогда для ( 
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 ( ( x0 - (, x0 + () функция F(
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,y) имеет на [y0 - (( , y0 + ((] единственный ноль 
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, F(
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,
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 ) = 0 (промежуточное значение строго монотонной функции). Функция f : 
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, действующая на ( x0 - (, x0 + () является искомой. В силу единственности нуля f(x0) = y0. Построенная функция является функцией неявно заданной уравнение F(x,y)=0 в окрестности ( x0 - (, x0 + (). Докажем дифференцируемость этой функции. В окрестности точки M0 справедливо равенство
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Если в этом равенстве положить (y=(f=f(x) – f(x0), то (F = 0. Откуда
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. Переходя к пределу при M(M0 получим требуемое равенство.

Замечание. При выполнении условий теоремы построенная функция будет принадлежать классу C1 в некоторой окрестности точки x0 .
2.Неявные функции многих переменных.

Определение. Неявная функция, заданная уравнением  F(x1,x2,…,xn,y)=0 (или кратко F(x,y)=0) определяется, как функция y=f(x)=f(x1,x2,…,xn) при подстановке которой в уравнение, оно превращается в тождество на некотором множестве

F(x1,x2,…,xn, f(x1,x2,…,xn))=0 , или кратко, F(x,f(x))=0 при x(D.
Теорема 2. Пусть

1) F(x,y) имеет непрерывные частные производные первого порядка в окрестности U(M0) точки M0(x0,y0), x0=
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2) F(M0)=0,

3) 
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)

(

0

¹

¶

¶

y

M

F

.

Тогда существует окрестность U((x0) и единственная функция, определенная в этой окрестности y = f(x), такая, что 

( x( U((x0) : F(x,f(x))=0 и y0 = f(x0).

Эта функция дифференцируема в точке x0 и ее производные определяется по формуле
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Доказательство. Для определенности будем считать, что 
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 Так как в этом цилиндре 
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, то функция F(x0,y) строго возрастает на [y0 - ((,y0 + ((]. В центре этого отрезка функция равна нулю, поэтому F(x0, y0 - (() < 0 , F(x0, y0 + (() > 0. Функции F(x, y0 - (() , F(x, y0 + (() непрерывны по x и поэтому сохраняют знак в окрестности точки x0 . таким образом, существует ( < ((  ( x( U(( x0) : F(x, y0 - (() < 0 , F(x, y0 + (() > 0 . Тогда для ( 
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 ( U(( x0) функция F(
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,y) имеет на [y0 - (( , y0 + ((] единственный ноль 
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, F(
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 ) = 0 (промежуточное значение строго монотонной функции). Функция f : 
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, действующая на U(( x0) является искомой. В силу единственности нуля f(x0) = y0. Построенная функция является функцией неявно заданной уравнение F(x,y)=0 в окрестности U(( x0). Докажем дифференцируемость этой функции. В окрестности точки M0 справедливо равенство
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Если в этом равенстве положить (y=(f=f(x) – f(x0), где x=
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 то (F = 0 и все (xk=0 кроме одного при k=j 
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Откуда
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. Переходя к пределу при M(M0 получим требуемое равенство.

Замечание. При выполнении условий теоремы построенная функция будет принадлежать классу C1 в некоторой окрестности точки x0 .
3.Неявные функции, заданные системой уравнений.

Дана система уравнений
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или кратко F(x,y)=0

(1)

Определение. Система (1) определяет неявно заданную функцию y=f(x) на D(Rn

[image: image47.wmf]ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

=

=

=

)

,...,

,

(

...

)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

2

1

2

1

2

2

2

1

1

1

n

p

p

n

n

x

x

x

f

y

x

x

x

f

y

x

x

x

f

y

,

если ( x(D : F(x , f(x)) = 0.

Теорема (существование и единственность отображения, неявно заданного системой уравнений). Пусть

1) Fi(x,y) из (1) определены и имеют непрерывные частные производные первого порядка в окрестности U(M0) точки M0(x0,y0), x0=
[image: image48.wmf])

,...,

,

(

0

0

2

0

1

n

x

x

x

, y0=
[image: image49.wmf])

,...,

,

(

0

0

2

0

1

p

y

y

y


2) F(M0)=0,

3) 
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Тогда в некоторой окрестности U (x0) существует единственная функция, определенная в этой окрестности y = f(x), такая, что 

( x( U (x0) : F(x,f(x))=0 и y0 = f(x0).

Эта функция дифференцируема в точке x0. 

4.Вычисление производных неявных функций, заданных системой уравнений.

Дана система 
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(1)
Будем предполагать, что выполнены условия теоремы существования и единственности неявной функции, заданной этой системой уравнений. Обозначим эту функцию y=f(x) . Тогда в некоторой окрестности точки x0 справедливы тождества
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(2)
Дифференцируя эти тождества по xj получим
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Эти равенства можно записать в матричном виде
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или в развернутом виде
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Отметим, что переход от равенства F(x, f(x))=0  к 
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 . Таким образом можно найти частные производные первого порядка неявных функций 
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(4)
В развернутом виде
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Также как и в случае частных производных формула (4) имеем такой же вид, как  и для случая одномерных пространств n=1, p=1. Решение этого матричного уравнения запишется в виде 
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. Для нахождения частных производных второго порядка нужно будет продифференцировать тождества (3) (для дифференциалов второго порядка дифференцировать нужно тождества (4) ). Учитывая только что отмеченные правила дифференцирования матричных равенств типа (2) можно записать 
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или
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Аналогичную формулу можно получить для дифференциалов. В каждом из этих случаев будет получаться матричное уравнение с той же матрицей 
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Пример 1. Найти 
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Решение. Дифференцируем заданные равенства
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(5)

Отметим, что по постановке задачи, независимыми переменными мы должны считать x, y. Тогда функциями будут z, u, v. Таким образом, систему (5) следует решать относительно неизвестных du, dv, dz . В матричном виде это выглядит следующим образом
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Решим эту систему, используя правило Крамера. Определитель матрицы коэффициентов
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§3. Дифференцируемые отображения
1.Дифференцируемость. Производные отображения.

Дано отображение y = f(x), x ( Rn , y ( Rp . Это отображение называется непрерывным в точке x0 (будем предполагать, что x0 внутренняя точка области определения и y0=f(x0) ), если для любой окрестности точки U(y0) существует окрестность U(x0) такая, что x( U(x0)( f(x) ( U(y0). Отображение непрерывное в каждой точке множества называется непрерывным на этом множестве. Можно показать, что непрерывное отображение переводит открытое множество в открытое множество. Обратное тоже верно.

Определение. Отображение y = f(x) из D(Rn в D*(Rp называется дифференцируемым в точке x0 , если в некоторой окрестности точки x0 справедливо равенство

(fi = 
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Главная линейная часть

L(x,(x) = 
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называется дифференциалом отображения  f  в точке x0 . Иногда L называется производным отображением.

Теорема (достаточные условия дифференцируемости отображения). Пусть отображение y = f(x) из D(Rn в D*(Rp определяется дифференцируемыми в точке x0 функциями
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тогда f дифференцируема и 
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Утверждение следует непосредственно из определения дифференцируемости.

2.Регулярные отображения.

Определение. Отображение f называется регулярным, если оно взаимно однозначно и f , f –1 ( C1 .
Теорема (о локальной обратимости непрерывно дифференцируемого отображения). Пусть задано отображение
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определенное на  D и x0 = 
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( D внутренняя точка D. Если f(C1 в окрестности точки x0 и 
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(0 в точке x0 , то существуют открытые множества U(x0) , U(y0) ( y0 = f(x0) ) такие, что f взаимно однозначно отображает U(x0) на, U(y0). При этом отображение f  -1 непрерывно дифференцируемо.

§4. Функциональная зависимость систем функций
1.Необходимые и достаточные условия зависимости функций.

Определение. Пусть функции
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определены и дифференцируемы в открытой области D. Одна из этих функций, например, f1 называется функционально зависящей в области D от остальных, если существует дифференцируемая функция Ф :

f1(x) = Ф(f2(x),f3(x),…,fp(x)), ( x ( D.

Функции y1,…,yp называются функционально зависимыми в области D, если одна из них зависит в D от остальных. В противном случае система называется независимой.

Теорема 1 (необходимое условие зависимости функций). Пусть дана система функционально зависимых в области D функций
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Тогда в любой точке D ранг rang
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Доказательство. Предположим для определенности, что 

fn(x) = Ф(f1(x),…,fn-1(x)), ( x ( D.

Тогда по правилу дифференцирования сложных функций
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Эти равенства означают, что n –я строка матрицы Якоби является линейной комбинацией остальных строк.

Следствие 1. m=0 и система зависимая. Тогда якобиан 
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Следствие 2 (достаточное условие функциональной независимости). Пусть rang
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Теорема 2 ((достаточное условие функциональной зависимости). Если rang
[image: image95.wmf]x

f

¶

¶

( r < n в любой точке области D, а в некоторой точке x0 ранг rang
[image: image96.wmf]x

f

¶

¶

= r

[image: image97.wmf]0

2

1

2

1

)

,...,

,

(

)

,...,

(

,

x

j

j

j

i

i

i

r

r

x

x

x

D

f

f

f

D

( 0
.
(2)

Тогда

1) все r функций 
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 являются независимыми в области D,

2) существует окрестность точки x0, в которой любые из оставшихся функций зависят от выбранных r функций.

§5. Условный экстремум
1.Необходимые  условия.

Рассмотрим функцию 
u = f(x1,x2,….,xn,xn+1,…,xn+m),
u = f(x)

(1)

определенную в области D(Rn+m. Обозначим через D1 множество точек из D , удовлетворяющих n условиям
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(2)

Условия (2)  назовем уравнениями связи.

Определение. Точка x0 называется точкой условного максимума функции (1) при связях (2), если существует окрестность этой точки U(x0) такая, что

( x ( U(x0)(D1 : f(x) < f(x0).

Аналогично определяется условный минимум и условный экстремум.

Введем обозначения p=(xn+1,xn+2,…,xn+m), q=(x1,x2,…,xn), x=(q,p)=(x1,x2,…,xn+m) и предположим, что Ф( C1(D) и
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В этом случае в каждой точке области D1 выполнены условия теоремы существования и единственности системы функций, заданных неявно системой уравнений (2) и эту систему можно разрешить относительно q, q=((p) в окрестности точки p0=
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(3)
Таким образом, любая точка из D1 может быть записана в виде

((1(p),(2(p),…,(n(p),p).

Тогда необходимым и достаточным условием для условного экстремума в точке x0 будет «безусловный» экстремумом функции

F(p) = f((1(p),(2(p),…,(n(p),p) в точке p0.
В силу этого необходимыми условиями условного экстремума будет условия
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В частности, 

dF = df = 
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(4)

Продифференцируем тождества (3)
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(5)

Умножим каждое уравнение из (5) на (I сложим их (возьмем линейную комбинацию) и уравнение (4). В результате получим систему
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(6)

Выберем (I так, чтобы множители при зависимых dxj (j=1,2,…,n) обращались в 0
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(7)

Тогда из (6)  получим
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(8)

Так как dxj , j=n+1,…,n+m – дифференциалы независимых переменных, то из (8) следует, что
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(9)

Таким образом, как это следует из (7), (9) это соотношение будет выполнено для всех j
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(10)

Поводя итог, можно сказать, что точка условного экстремума x0 должна удовлетворять системам уравнений (2), (10)
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которые дают m+2n уравнений для определения m+2n неизвестных: n+m координат точки x0 и неопределенных множителей (j . Эти множители называются множителями Лагранжа. Доказанное утверждение сформулирует в виде теоремы

Теорема (необходимые условия для условного экстремума). Пусть функция

u = f(x1,…,xn+m)

определена в области D(Rn+m, x0 внутренняя точка D  и заданы n непрерывно дифференцируемые связи
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Тогда в точке x0 выполнены условия
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(11)

Замечание. При составления уравнений (11) для поиска точек «подозрительных» на условный экстремум удобно использовать функцию Лагранжа

L =  f + 
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условия (11) тогда запишутся в виде
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2.Достаточные условия.

Пусть в точке x0=
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 выполнены необходимые условия экстремума. Вопрос о наличии экстремума в этой точке зависит от поведения (f=f(x) – f(x0) при условии, что x(D1 (область определяемая уравнениями связи). Для таких точек ((I = 0, поэтому (f = (L, и вопрос исследования поведения (f сводится к исследованию поведения приращения функции Лагранжа (L. По формуле Тейлора
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Если выразить «зависимые» (xi через (xi независимых переменных (это можно сделать продифференцировав уравнения связи), то можно получить выражение для (L следующего вида

(L = 
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После этого можно использовать условия для «безусловных» экстремумом для квадратичной формы 
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Пример 1. Частный случай
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(L = B(x2+o((x2). В зависимости от полученного коэффициента B можно сделать вывод о наличии условного экстремума.

Пример 2.

u=x2+12xy+2y2, 4x2+y2=25.

L=x2+12xy+2y2+((4x2+y2-25), dL=(2x+12y+8(x)dx+(4y+12x+2(y)dy,
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Пример 3 (3659). u = x – 2y + 2z, x2 + y2 + z2 = 1

L = x – 2y + 2z +(( x2 + y2 + z2 – 1)

dL =(1 + 2( x)dx +( – 2 + 2( y)dy +(2 + 2( z)dz,

d 2L = 2( dx2 + 2( dy2 + 2( dz2
1 + 2(x = 0, -1 + ( y = 0, 1 + ( z =0,
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