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Глава 7.     Элементы тензорного исчисления
§1. Линейные функционалы. Сопряженное пространство
1. Определение линейного функционала
Пусть Х – линейное пространство, т. е. множество элементов, среди которых определены две операции: операция сложения x+y для любых двух элементов и операция умножения любого элемента из Х на вещественное или комплексное число (x , удовлетворяющие аксиомам линейного пространства.

Линейный функционал определяется, как отображение из  Х в  R: y = f(x) , удовлетворяющее свойству f(ax+by)=af(x)+bf(y).
Функционалы можно складывать и умножать на числа. Так, если даны два функционала f1 (x),  f2 (x), то сумма определяется по формуле 

f (x) = f1 (x)+  f2 (x).

Аналогично определятся функционал

f (x) =a f1 (x).

Можно проверить, что множество всех линейных функционалов над линейным пространством Х с этими операциями сложения функционалов и умножения функционала на число является линейным пространством. Для этого нужно убедиться, что указанные выше операции удовлетворяют следующим свойствам:
1. для любых функционалов g и f справедливо равенство

f + g = g + f
2. для любых функционалов f , g , h справедливо равенство 
( f + g ) + h =  f + ( g + h )
3. для любых чисел  a , b и любого функционала  f  справедливы равенства
(ab) f=a (b f) , (a+b) f = a f +b f

4. для любых функционалов f , g и любого числа a имеет место равенство

a ( f + g ) = a f + a g
5. существует нулевой функционал 0 такой, что для любого функционала f справедливо равенство

0 + f = f
6. для любого функционала f существует противоположный функционал, обозначаемый  –f  и удовлетворяющий свойству
f + (–f ) = 0

7. для любого функционала  f выполнено: 
1 f = f
Примеры линейных функционалов
1. Нулевой функционал f(x)=0 для любого x( X.

2. f(x) = 
[image: image1.wmf]ò
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 для любых x(t)( C[a,b].
3. Пусть X – n-мерное линейное пространство, ek базис в этом пространстве. Для любого x( X существует единственное разложение x = ek( k . Так как коэффициенты этого разложения определяются однозначно, то можно записать ( k= f k(x). Таким образом, если  x = ek f k(x) , y = ek f k(y) , то
a x+by = a ek f k(x) +b ek f k(y) = ek ( a f k(x) +b f k(y)) , ax+by = ek f k(ax+by) ,
откуда следует, что коэффициенты разложения f k являются линейными функционалами
a f k(x) +b f k(y)ek  = f k(ax+by).
Отметим, что f k(ej) = 
[image: image2.wmf]k
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Определение. Множество всех линейных функционалов над Х называется сопряженным пространствам и обозначается Х*.

Теорема 2. Если Х – конечномерное (размерности n) линейное пространство, то сопряженное пространство Х* также имеет размерность n. Базисом в Х* служит набор функционалов f k.
Доказательство. Система функционалов f k(x) линейно независима. Действительно, если сk f k(x)=0  для любого x ( X , то полагая x = ej , получим 

сk = 0. Это означает линейную независимость функционалов f k(x). Докажем, что любой функционал можно разложить по системе  f k(x). Пусть f(x) некоторый функционал и x = ek( k , тогда

f(x) = f(ek( k) = f(ek) ( k = сk f k(x).

Отметим, что единственность разложения следует из линейной независимости.

Определение. x ( X , f ( X*  называются ортогональными, если  f( x)=0.
Определение. Два базиса ek из Х и f k из Х* называются биортогональными (взаимными), если  f k( ej) = 
[image: image3.wmf]k
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Существование взаимного базиса мы ранее доказали. Докажем его единственность. Пусть g j другой взаимный базис g k( ek ) = 
[image: image4.wmf]k

j

d

. Рассмотрим разложение g j(x) по базису f k(x) : g j (x) =
[image: image5.wmf]j
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 f k(x) , если в это равенство подставить x = ei , то получим 
[image: image6.wmf]j
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d

= g j(ei) = 
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 f k(ei) = 
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 .  Таким образом g j (x) = 
[image: image11.wmf]j
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 f k(x) = f j(x).
Определение. В линейном вещественном пространстве Х определено скалярное произведение, если каждой паре x, y из  Х  поставлено в соответствие вещественное число (x, y) , удовлетворяющее следующим свойствам
1) (x,y) = (y,x)

2) (ax,y) = a(x,y)

3) (x+y,z) = (x,z) + (y,z)

4) (x,x) ( 0 , (x,x) = 0 (  x = 0.

Линейное пространство со скалярным произведением называется евклидовым пространством. 

Примеры. 
CL2[a,b], (f,g) = 
[image: image12.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]ò
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Еn , x=(x1,x2,…,xn), y=(y1,y2,…,yn), (x,y) =
[image: image14.wmf]å
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Теорема. Если Х является n-мерным евклидовым пространством, то для каждого линейного функционала существует единственное y, такое что

f (x) = ( y, x).

Доказательство. Выберем в Х ортонормированный базис e1,e2,…,en . Для произвольного x и функционала f  будут справедливы соотношения
x = ek ( k   , f(x)= ak ξ k . Положим y = 
[image: image15.wmf]å
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, тогда ( y, x) = f(x). Докажем единственность такого функционала. Пусть (z,x)=(y,x) или (z-y, x)=0  для  всех x. Полагая в этом равенстве x = z-y ,  получим z = y .
С другой стороны для фиксированного y скалярное произведение ( y, x ) является линейным функционалом по переменной x . Таким образом, линейные функционалы над  Х  можно отождествлять с элементами пространства Х. Поэтому для линейного функционала f, действующего в линейном пространстве Х  общепринятым является обозначение 

f (x) = ( f, x).

2. Формулы преобразования координат

Если  f k, ek взаимные базисы из Х* и Х соответственно, то

x = ek ( k   ( k= (f k,x ),
далее  f = ck f k , ck = (f,ek) или
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Формулы Гиббса
(1)

Далее, если x = ek ξ k , f = ηk f k , то
(f, x)= ηk ξ k
(2)

Как и раньше выводятся формулы преобразования координат. Приведем эти формулы. 
Если 
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Если x = ek ( k = 
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Аналогично, если f = (k f k = 
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§2. Тензоры
1. Определения и примеры

Пусть Х – евклидова пространство размерности n . Тензором А типа (p,q) ( p – раз ковариантным,  q – раз контравариантным ) называется некоторый объект, характеризующийся набором чисел
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 (компоненты или координаты тензора),
которые при переходе от базиса e1, e2,…, en, к новому базису 
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 преобразуются по закону 
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Где 
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(формулы (3) из первого параграфа).

Примеры.
1. Скаляр (числовая константа) формально можно считать тензором типа (0,0).

2. Контравариантный вектор (элемент исходного пространства Х) является тензором типа (0,1). Это следует из формул преобразования координат. Если x = ek ( k = 
[image: image35.wmf]k
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, то согласно формулам (4) 
[image: image36.wmf]j

j

b

x

x

b

b

=

.
3. Ковариантный вектор (функционал из Х*) является тензором типа (1,0). Это следует из формул преобразования координат. Если f = (k f k = 
[image: image37.wmf]k
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4. Билинейная форма В(x,y) в пространстве контравариантных векторов (Х,Х) является тензором типа (2,0). Действительно, пусть x = ek x k , y = ek y k , 
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5. Билинейная форма В(f,g) в пространстве ковариантных векторов (Х*,Х*) является тензором типа (0,2). Действительно, пусть f = (k f k , g = (k g k , 
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. Координаты или коэффициенты билинейной формы равны
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6. Билинейная форма В(x,f) в пространстве векторов (Х,Х*) является тензором типа (1,1). Действительно, пусть x = ek x k , f = (k f k ,  
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2. Основные операции над тензорами

Обозначения. Мульти индекс.

i=(i1, i2,…, ip), (=((1, (2,…, (q),
j=(j1, j2,…, jp), (=((1, (2,…, (q),

p, q – называются порядками мульти индексов. Для больших букв будет использоваться обозначение 
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если малая буква, то будет использоваться обозначение 
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в последнем случае порядки мульти индексов должны совпадать. В этих обозначениях определение тензора (p,q) запишется в виде
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Мульти индексы складываются по правилу
i+j=(i1, i2,…, ip, j1, j2,…, jp).

Сумма двух тензоров A, B типа (p,q) определяется по формуле
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В результате операции получается тензор того же типа.
Произведение тензора на число определяется по формуле 
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В результате операции получается тензор того же типа.
Произведение тензора A типа (p,q) на тензор B типа  (r,s) определяется по формуле
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Или в развернутом виде
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В результате операции получается тензор типа (p+r,q+s). Докажем последнее утверждение. Для исходных тензоров имеем формулы преобразования их координат
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Множества тензоров типа (p,q) в евклидовом пространстве Х с введенными таким образом операциями обозначается 
[image: image74.wmf])
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Операция перестановки местами двух выбранных  индексов определяет новый тензор того же типа.

Рассмотрим эту операцию на примере тензора  
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типа (4, 2). Положим
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. Найдем формулы преобразования координат от 
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Операции симметрирования и альтернирования.

Определение. Тензор А с координатами 
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 называется симметричным по паре индексов i, j , если при перестановке этих индексов координаты тензора не меняются, т. е. 
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, то тензор называется кососимметричным по этой паре индексов.
Операция симметрирования тензора по индексам i1i2…ik . Операция состоит в построении по данному тензору 
[image: image92.wmf]...

...

2

1

k

i

i

i

A

 нового тензора B по следующему правилу: рассматриваются k! тензоров, полученных их А перестановкой индексов i1i2…ik  и B определяется, как сумма этих тензоров, деленная на k!. 
B = 
[image: image93.wmf]{

}

{

}

å

=

)

...

(

...

...

...

)

...

(

2

1

2

1

2

1

!

1

k

k

k

i

i

i

i

i

i

def

i

i

i

A

k

A

.
Пример 1. 
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 для тензора aij типа (2, 0).

Пример 2. 
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Операция альтернирования А тензора по индексам i1i2…ik определяется по формуле 
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где [i1i2…ik] – четность перестановки (i1i2…ik).
Пример 1. 
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Пример 2. 
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Можно проверить, что тензор B является симметричным тензором, а тензор С – кососимметричным.

2. Метрический тензор.

Метрический тензор определяется по формулам gij = (ei , ej), gij=(ei,ej), где ei , ei – два взаимных базиса в евклидовом пространстве Х. Ранее были выведены формулы Гиббса
x = (x,ek)ek , x = ek (x,ek) ,
откуда следует, что 

ej = (ej,ek)ek=gjk ek , ej = ek (ej,ek)= ek gjk .
Если x = xj ej , y = yk ek , то скалярное произведение 
(x, y) = xj yk (ej, ek)= xj yk gjk – билинейная форма ( тензор типа (0, 2) ).
Аналогично, если x = ej x j  , y = ek yk , то скалярное произведение 
(x, y) =( ej , ek) x j yk = gjk x j yk   – билинейная форма ( тензор типа (2,0) ).

Положим 
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, x = ej x j  , y = yk ek, тогда 
(x, y) =( ej x j  , yk ek )= yk ( ej  , ek ) x j - билинейная форма ( тензор типа (1,1) ).
Определение. Тензоры gij = (ei , ej), gij=(ei,ej), 
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 называются метрическими тензорами в евклидовом пространстве Х. 
Тензоры gij , gij очевидно симметричны. С помощью метрических тензоров можно определить операцию поднятия индекса i1
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и операцию опускания индекса j1
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§3. Полилинейные формы и их связь с тензорами
Пусть Х – евклидово пространство (линейное пространство со скалярным произведением) размерности n и Х* его сопряженное пространство, отождествляемое с ним самим (см. п.1 §1). Обозначим xk = ej 
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Определение. Функция F(x1,x2,…,xp,y1,y2,…,yq) от p контравариантных и q ковариантных векторов называется полилинейной формой ( (p,q) – полилинейной формой ), если она линейна по каждому аргументу.

Полилинейные формы можно складывать, умножать на числа и перемножать. Перемножение двух форм типов (p,q),(r,s) дает форму типа (p+r, q+s) H(x1,x2,…,xp+r,y1,y2,…,yq+s)=
F(x1,x2,…,xp,y1,y2,…,yq) G(xp+1,xp+2,…,xp+r,yq+1,yq+2,…,yq+s).

  Координатами полилинейной формы в базисе ej  , ej являются числа


[image: image109.wmf]q

p

j

j

j

i

i

i

a

...

...

2

1

2

1

 =
[image: image110.wmf])

,

,...,

,

,

,...,

,

(

2

1

2

1

q

p

j

j

j

i

i

i

e

e

e

e

e

e

F

.
Рассмотрим наборы векторов x1=
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Таким образом, полилинейная форма типа (p,q) является тензором типа (p,q).
Операции между тензорами можно определять через полилинейные формы.
Операция свертки. Пусть А – тензор, соответствующий форме F(x1,x2,…,xp,y1,y2,…,yq), рассмотрим новую форму 
G(x2,…,xp,y2,…,yq)= F(e( ,,x2,…,xp,e(,y2,…,yq).

Докажем, что это определение не зависит от выбора базиса. Так как x2,…,xp,y2,…,yq фиксированы, то достаточно рассмотреть F(e( ,e(). Имеем 
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Полилинейная форма G(x2,…,xp,y2,…,yq) называется сверткой. Координатами этой формы будут
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Свертку можно определять по любой паре индексов, расположенных на разных уровнях.
математический анализ. 3 семестр. Логинов А.С. 2005 г. loginov_1999@mail.ru
математический анализ. 3 семестр. Логинов А.С. 2005 г. loginov_1999@mail.ru
2

_1191494558.unknown

_1191499680.unknown

_1192095493.unknown

_1192098369.unknown

_1194505731.unknown

_1194787816.unknown

_1194787888.unknown

_1194787979.unknown

_1194787845.unknown

_1194505908.unknown

_1192102400.unknown

_1192102632.unknown

_1192102883.unknown

_1192103219.unknown

_1194505627.unknown

_1192102960.unknown

_1192102759.unknown

_1192101662.unknown

_1192101693.unknown

_1192101987.unknown

_1192102085.unknown

_1192102147.unknown

_1192101744.unknown

_1192101677.unknown

_1192101628.unknown

_1192101644.unknown

_1192101213.unknown

_1192101296.unknown

_1192097138.unknown

_1192098125.unknown

_1192098307.unknown

_1192098337.unknown

_1192098157.unknown

_1192097568.unknown

_1192098118.unknown

_1192098016.unknown

_1192097157.unknown

_1192097188.unknown

_1192097344.unknown

_1192097149.unknown

_1192096763.unknown

_1192096834.unknown

_1192096868.unknown

_1192096794.unknown

_1192096635.unknown

_1192096742.unknown

_1192096596.unknown

_1192096615.unknown

_1192095568.unknown

_1192096340.unknown

_1191500076.unknown

_1191691151.unknown

_1191694714.unknown

_1191820921.unknown

_1191821022.unknown

_1191694715.unknown

_1191691834.unknown

_1191693587.unknown

_1191691481.unknown

_1191500605.unknown

_1191690673.unknown

_1191690722.unknown

_1191500678.unknown

_1191690481.unknown

_1191500559.unknown

_1191499768.unknown

_1191499834.unknown

_1191500004.unknown

_1191499825.unknown

_1191499763.unknown

_1191497396.unknown

_1191498478.unknown

_1191498940.unknown

_1191499211.unknown

_1191498925.unknown

_1191498490.unknown

_1191497812.unknown

_1191498175.unknown

_1191498354.unknown

_1191497691.unknown

_1191496033.unknown

_1191497042.unknown

_1191497214.unknown

_1191496478.unknown

_1191494762.unknown

_1191495889.unknown

_1191494651.unknown

_1191493684.unknown

_1191493915.unknown

_1191494161.unknown

_1191494428.unknown

_1191494483.unknown

_1191494222.unknown

_1191493955.unknown

_1191494065.unknown

_1191493755.unknown

_1191493768.unknown

_1191493780.unknown

_1191493874.unknown

_1191493719.unknown

_1191493732.unknown

_1191493743.unknown

_1191493699.unknown

_1191493510.unknown

_1191493584.unknown

_1191493628.unknown

_1191493644.unknown

_1191493611.unknown

_1191493546.unknown

_1191493565.unknown

_1191493522.unknown

_1190876850.unknown

_1191491692.unknown

_1191491852.unknown

_1191492871.unknown

_1191492881.unknown

_1191491876.unknown

_1191491823.unknown

_1190877826.unknown

_1190879964.unknown

_1190880159.unknown

_1190878821.unknown

_1190877012.unknown

_1190181112.unknown

_1190876838.unknown

_1190616541.unknown

_1190179641.unknown

